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فه رسة مكتية ا ملك فهد الوطنية أثناء النشر 


سر ميني» إبراهيم دیب 
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ب. العتوان 


دیو ی ۵۱۵ ۲۱ ۱۶۲ 


رقم الإيداع: ۱۳۹/۵۵۰ 


٩۱۷۸-۲۰۳-۵۰۷۳ ۲-۲ ردمك:‎ 


نشر هذا الکتاب بناءً على موافقة الجلس العلمي في اجتماعه السادس عشر للعام الدراسي 


۷ هه العقود بتاریخ ۱8۳۸/۸/۰ الوافق ۲۰۱۷/۵/۱ بعد استیفائه 


شروط التحکیم العلمی بالجامعة. 


جميع حقوق النشر محفوظة. لا یسمح باعادة نشر أي جزء من الکتاب بأي شکل وباي وسيلة سواء 
استعادتها بدون الحصول على موافقة كتابية من دار جامعة اللك سعود للنشر . 
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المقدمة 


الحمد لله رب العالین والصلاة والسلام عل نبینا حمد الأمين الذي آرسل هداية للعالین. 
لقد حث الاسلام على القراءة والتعلم فکان آول ما آنزل على رسولنا محمد (صلى الله عليه وسلم ) 
قوله تعال : ۴ اقرا اسو ریک الى حَلَقَ ل #. وقد حث الرسول عليه الصلاة والسلام على طلب العلم 
ورغب فيه بقوله :" من سلك طریقا يلتمس فيه علا سهل الله له طریقا إلى الجنة" » فانطلاقا من هذا 
البداً الذي نؤمن به وندعو إليه غيرنا قمنا بتألیف کتابنا هذا الذي آسمیناه تطبیقات في حساب 
التفاضل والتکامل ویتکون الکتاب من الفصول التالية: 

الفصل الآول: الستقیات والنسب الثلثية للزوایا. 

الفصل الثانی: التباینات. 

الفصل الثالث: الدوال الحقيقية. 

الفصل الرابع: النهایات. 

الفصل النامس : الا تصال. 

الفصل السادسن: الشققات: 

الفصل السابع: خواص الدوال القابلة للاشتقاق. 

الفصل الثامن: رسم المتحتيات. 

الفصل التاسع: التطبيقات. 

الفصل العاشر: الدوال الاسية واللوغارتمية - التكامل. 

الفصل الحادي عشر: القطوع المخروطية. 

الفصل الثاني عشر: الدوال في عدة متغيرات. 

الفصل الثالث عشر: المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأول . 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


و 

الفصل الرابع عشر: المعادلات الوسيطية والإحداثيات القطبية. 

الفصل الخامسن عشر: الدوال الزائدية. 

الفصل السادس عشر: قاعدة لوبیتال. 

الفصل السابع عشر: التکاملات العتلة. 

الفصل الثامن عشر: تطبیقات في حساب التکامل باستخدام الاحدائیات الوسيطية 
والقطبية 


ملحق: جداول الصيغ الرياضية - تمارين عامة- ناذج اختبارات. 
ثبت المصطلحات: (عربي- إنجليزي) و(إنجليزي - عربي). 
مراجع الکتاب 
ومن آهم سات هذا الکتاب ما یلی: 
١‏ -يتضمن ما يربو على مائتین وتسعة وثانین (۲۸۹) مثال محلول» وأغلب هذه الأمثلة 
مکون من عدة فقرات. 
۲-یتضمن ما يزيد على آلف ومئة وستة عشر (۱۱۱) تمرين ( أو مسالة لفظیة) ومعظم 
هذه التارین یتکون من عدة فقراث. 
۳-یتضمن سبعة (۷) نماذج من ناذج الاختبارات النهائية مع الاجابات لجميع الأسئلة 
الموضوعية (الاختباریة). 
-یتضمن الكتاب مسائل لفظية كثيرة ومتنوعة (بعضها محلول على هيئة أمثلة) تخدم 
تخصصات متعددة كالفيزياء والهندسة والكيمياء وعلم النبات» فضلا عن الرياضيات التطبيقية. 
۵-کتبت فصول الکتاب بصورة متسلسلة وبطريقة تجعل مادة الکتاب مستقلة بنفسها عا 
يريح القاری من عناء الرجوع إلى ما سبق أن درسه فيا قبل الجامعة. 
1"-يساعد الطالب غير المتخصص ف الرياضيات لكون مادة الكتاب قدمت بشكل مبسط 
دون اللجوء للتعمق في النظريات الرياضية. 
۷-یساعد الطالب المتخصص بالرياضيات لكون مادة الكتاب تعطيه موجزاً متكاملا لأهم 
ما تجب معرفته لطالب الرياضيات في السنة الأولى من الدراسة الجامعية أو ما يعادلا من كليات أو 


معاهد أخرى. 
/-يشمل الكتاب في طبعته الرابعة جميع مفردات بل محتويات أكثر من مقرر في الرياضيات 


4 -إن الزيادة المضافة في الطبعة الرابعة تزيد عن سابقتها بنسبة 05./. 


المقدمة ر 


ولعله من المفيد أن نشير إلى أن مادة هذا الكتاب ظهرت مذه الصورة بعد تدريسها لمرات 
عديدة من قبل عدة أساتذة أفاضل بقسم الرياضيات في جامعة الملك سعود فلهم منا جزيل الشكر 
والامتنان على ما أسدوه لنا من ملحوظات قيمة ترفع من قيمة الكتاب . 
ونحن إذ نقدم هذا الكتاب للقارئ العربي سواء كان أستاذا أم طالبا فلنا أمل ورجاء في 
إهداء ما يستطيع أن يديه لنا من ملحوظات بناءة تصب في خدمة تحسين الكتاب ليخدم آمتنا العربية 
وليكون إضافة طيبة للمكتبة العربية وله من الله الجزاء الأوفى. نسأل الله العون والتوفيق لا محبه 
ويرضاه وأن يجعل عملنا هذا في موازين أعمالناء إنه سميع جیب. 
المؤلفان 


المحنو با نه 


CONTENTS 

القدمة 
المحتويات ETD TE N TEI TTT‏ 
الفصل الأول: الستقییات والدوال المثلثية OO EOE‏ 
9 سس یت مسح سمه سد موده 255 00000006 

)١, (‏ الدائ 5 4[ ا[ 1 [ 1[ 1 22311111105 ی ی 1 i‏ 
(۱,۳) النسب المثلثية لزوايا حادة في مثلث قائم 000000101111 

E EIT ESS التقدير الدائري للزوايا‎ , 6( 

)١ , ۵(‏ طول قوس دائرة. مساحة قطاع دائري OTIC OTE E‏ ۱۱۰ 
)١,7(‏ النسب المثلثية لزاوية في الحالة العامة 1801 
(۱,۷) حل العادلات المثلثية ی ا اس مت 

زكرا تخل المعالانت قنع الفرييقة التالیه . م سدس Raa‏ 

مار ۱۸ و ۱ » ی ۳ ی ۳( 

الفصل الثانی: التباینات ۷۹ SEER ei ROSS‏ 1 
(۲,۱) الفترات في مجموعة الأعداد الحقيقية 1] ی Naaa‏ 
(۲,۲) بعض المجموعات المستخدمة في هذا الكتاب 228 i‏ 
(۲,۳) القيمة المطلقة 19 E esasen‏ 

۱۳ ۵ حل التباینات ی نع ی‎ )۲ , ٤( 


تطسقات ف حسابت التفاضل والتکامل 


ی 
لويد کر ۶ 
الفصل الثالث: الدوال الحقيقية لومخ جع تع یه و هر :118084110 0 ده و 
(۱ , ۳) الدالة الحقيقية Eee E‏ 
(۲ ,۳) الدوال الزوجية والفر دية والدورية ..... سس 5258 e‏ 
0 التناظر في المستوي 57700 EEE EOE TS‏ ۵ 
(۶ ,۳) انسحاب منحني باتجاه أحد المحورين الإحداثيين 00001 تست 
(۵ , ۳) رسم بعض آنواع الدوال A‏ وه هه اه اه وه وس را 
(7 , ۳) الدوال العكسية 27101 ية ز > > ز <ز ز PEEP‏ | 
(۲,۷) ترکیب (دالة الثر‌کیب) هه و وه ۳ م ا ی 
الفصل الرابع: النهايات aS‏ 000 1۸ 
١(‏ , 5)نباية دالة 5008 9[ a EEE‏ 
٤, ۲(‏ ) النهاية عن يمين والنهاية عن يسار هه | ووو م عو مو N‏ 
0 ا وا هلم ای مسار قا 
(؛ ,4 ) نظرية الشطيرة أو نظرية الساندويتش 0000| ز|ز | | | | | 1060607077 
(۵ , 5) النهايات المثلشة aaa‏ مج و ادا سوت چا که ل 
عارین (۱ , ۶) سیم فا ی ات تجگ وی ک رسد سوت O a‏ 
الفصل الخامس: الاتصال هه هک یه هو سس ای سس سا شرس ی عع DEES‏ 
١(‏ , ۵) اتصال داله aa‏ ۳ ۱۳۳۱ 
(۲, ۵) الاتصال عن يمين والاتصال عن يسار VENGE‏ 
(۳, ۵) خحواص الدوال المتصلة a OOOO‏ 


الفصل السادس: الشتقات EES EES‏ و و ل 
اتيز" NR E‏ مس سس هط و هت |[ 
ني تقر اک سمه مس سس عد دسم عه TARE‏ عه ديعن 00 ا 
)٠(‏ مشتقة دالة عند نقطة 50111198 0 
(6 ,1) مشتقات الدوال الحرية 08ص 7 
E ONA SB DR‏ یی سس 3 | ] 
(1 ,1 ) قاعدة السلسلة ی OOOO‏ ۱ 
(1,۷) الاشتقاق الضمني ' وما اا ار ا ا 211210 RRR‏ وال 
لكبو ) )المشتفاج هي ات عليا . E OCDE EEE‏ 5200 ی 
٩(‏ ,1 ) الدو ال المثلشة العكسية تا نی وین ی 55058 E E Dia‏ 
(۱۰ و ) التقریب الخطي AK‏ و SAKES‏ قا 
)1,١١(‏ طريقة نیوتن لامجاد الحذور التقريبية للدوال يز رت ز ای شتا ۱۵ 
اوی 7وا RRA AR ERAS SSSR ERAS‏ بر 
الفصل السابع: خواص الدوال القابلة للاشتقاق ز ز ز ز ز ز2 2 1202020 1 ] | 000777 ۱۳۱۱ 
CE TT NLR.‏ م ا ۳۱۳ 
(؟7) النظرية الأساسية للاتصال رجوطمكجؤؤ 1 0111ظ2ظ 000 
خاي را 6۷ 86 بو و و بو نوریو وه ی ين 
(۷,۳) نظر ية رول ونظر ية القيمة التو سطة ی ان ی تا ی ۰۹3۲۹ ۱۱۱ 
گار 1 1[ 5 17 aa‏ ی 
(۶ ,۷) اختبار المشتقة الأول 0 
(۵ , ۷) التقعر والتحدب ز2 ز ز2ز2ز2ز 0 COTE‏ ۱ 
ارين ۳ ۷) 2 تفرد جد ع وج ممتي EEE‏ ی ی و NOs END EREN‏ 
الفصل الثامن: رسم المنحنيات 2205515 هیوست | 


١(‏ ,۸) الستقیات القاربة الأفقية والعمودية 


ل تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


( ,۸ رسم النحنیات ۰ aS‏ و چا چا و ۵ و و و و و و و و و و و و و و و و و و و و و۰ عم ع همه مه 4ه هاه هع مه م ما ع واه 
مارین (۱ (A,‏ مهاه م aaa‏ و هد ها ها و لاع مف مها هد و هه لما م ا ا ا او بق بق اه 


o. e ts القصل‎ 


٩ ١‏ معد لا ود اه 
٠ ۱ 3 1‏ لا 9 هن و 8 و ب« اف و و شاس فك هاي ساس ف هاس شاش هه هد ساس ساف هه هاس اس هن هه هاس ساه ه هداس بي سا هه ساسع ساس ف شاس داشا هاه م ع هد 3 
3 


)٩, ۲(‏ الأمثلية ۳ E‏ 
ارين (۱ ,ٍ۹( عه و ونه هه و يه هم جم سه a‏ عر يلل ê‏ ون م a‏ و تا ا ف ك وي 


الفصل العاشر: الدوال الأسية واللوغاريتمية.التكامل .......... EEOC‏ 
(1 ,۱۶ ) الدوال الا سة واااو عه ع و E EE LT‏ د03 ELST‏ ی ی 


ا ١‏ ) التكامل غير Se‏ ووم یه یک ی ی 


("إلى 5 التكامل باتوی سس سس سس موم 


(5 ,۱۰) التکامل بالتجزيء TT TIERS‏ 32 انال ال ETT‏ 
(۵ ,۰ ود وروی ی را سس تین و ی کیک 2170 


7 و یا ان سس 
(۷, ۱۰) التکاملات المثلثية من الشکل جور "ومد "اء | 0 
(۱۰,۸) التكاملات الثلثية من الشکل RRMA | tan" xsec" xdx‏ 1 

1020| [|[|[ز|[ز[ز 1 11111111 208 
ا وم هه من RRS AS‏ وم موه 


(0 كام الماك التق سار‎ 06, ٠١ 


aS ی‎ f(SiRX, cosx, tanx) dx التکاملات من الشکل:‎ )٠١١1١( 
غارین (؟ و 4 موه جسن ع ل نح ود ع ی عد رط شرف ل شورق سه به سر شوش ده رط وطس ع م مرق کے سرس ترك عت ده‎ 


الیحته پات 


1 
(۱۲ ,۱۰) التکاملات من الشکل: .نر 3 وات تا“ ۲ ی ۳ 
+ ) م + Cx‏ 
(۱۳ ,۱۰) التکاملات من الشکل: مع ر] RRA‏ عالقالا و ی ۳۳۳۳ لل 
او رقي )١‏ 00181 شیم عیشت دای سب مت 1777711 ا 
(۱6 ,۱۰) حساب الساحات پاستخدام الا حدائیات الديكارتية و۱۱ 
اوج و 1 
(۱۵ ,۱۰) طول قوس منحن معرف بمعادلته الديكارتية 558 هی او تس تن ۲ ۱۲۱ 
مار ۷7 ۱ AES‏ ا '|'إًا'|| ES aT NARE‏ ۱۳۳۹۳ 
(۱۰,۱) الحجوم الدورانية بطريقة الأقراص الداترية e‏ معدي a‏ 
(۱۷ ,۱۰) حساب الحجوم بطريقة الشرائح الأسطوانية 535 issa‏ ۱۲۱۱ 
مارین (۱۰,۸) FPN EEE ERE REET SOS‏ 
(۱۰,۱۸) مساحة سطح دوراني ECO ES‏ ز 0 ز ز | | 
قارپن ٩(‏ ,۱۰) طلسم تقاف م ل الل 0/44 اللا معان مق كل 6 8 70107131 
۱٩(‏ ,۱۰) أمثلة عامة ی ای اس وت ۱ ۱ 
الفصل الحادي عشر: القطوع المخروطية PEORIA ERS‏ 
(۱۱,۱) القطع الکافی تسد يي 0 
(۱۱,۷) القطع الناقص را ها هه ار اه ار ها وتا او یی[ ۳ 
(۳, ۱۱) القطع الزائد ا 
EE EOE 222351350150505 1 1 [6 TET‏ 
(5. ۱۱) الأشكال الختلفة للقطوع المخروطية في حالتها الإنسحابية ................ ۳6 
قاويق ۲۱۱۲ 2/1171 ز ز <ز + ز ز ز ز ز ز ز ا 
الفصل الثاني عشر : الدوال في عدة متغیرات TNS‏ 
وق ۱۲ الوا ین ای ار سسب 2301 0000:0000 


(۲, ۱۲) حدید نقطة في الفضاء الإقليدي ثلائی البعد ز ز ز 7 اا 


9 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
رو OTT‏ بیان SEEDERS Tas‏ وس ۱۳۶۷۲۱ 
)١١ , 6(‏ الشتقات ازئية 18> ]> ]> ]| |[ 000000777 
ری( و3( همه ت هی م و هط ۱۳:۹ 
(6؟١)‏ قاعدة السلسلة 220177 a‏ 
ارين (۲ , ۱۲) سس سس سس [ 1 ز2 ز2ز12 121 1 0] 1 | | 0000077 
TC ERT IONE‏ یو و رو موی ۲۹ 
تمارين a 2 +200 )١7,7(‏ ۱۱۱ 
الفصل الثالث عشر: المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى 2000 EN... EE‏ 
(۱ ,۱۳) العادلات التفاضلية القابلة للفصل 59095 و 
(۱۳,۲) العادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأول CEFER‏ 
ا ۱۳) OREO EOE‏ رس 
الفصل الرابع عشر: المعادلات الوسيطية والإحداثيات القطبية OE‏ 
)١ ١ ,١(‏ المنحنيات القطبية e O OO‏ 
الفصل الخامس عشر : الدوال الزائدية ...... REECE‏ 0 
(۱۵,۱) الدوال الز اتدية وین 25 110313131 ۱۱ 
تمارين (۱ , ۱۵) AEE REESE A‏ 0 
(۲ , ۱۵) الدوال الزائدية العكسية 1111| ز ز<ز >< + +<+ + ز ز 7 ز i OOOO‏ 
شاوی ( ۲ :۷۵ 1 EN‏ 
الفصل السادس عشر: قاعدة لوبيتال ةا ل وم رد 


۱ 9 وم 19 .الوا © 
)٠١,١(‏ صيغ عدم التعيين من الشكل 7 أو من الشکل ب e‏ 


المحتو پات 


0 )١)صيغ‏ عدم التعيين من الشكل هه أو مه × () ی ی ی 


GEC EEE 12 صيغ عدم التعيين من الشكل ۳ نين : 7 |[ ز 2 ز‎ )١1( 


مارین (۱ ,1( ا ا اا OTE NE MOORE LETT‏ و 


الفصل السابع عشر : التکاملات المعتلة ...تست 5 
عاط التقامل TTR ST‏ ی 
(۲ , ۱۷) فترة التكامل غير محدودة 211110111011171 


۹۸ وق‎ EERE ERA REESE RSET ود و‎ OO EEG EE انا‎ TARÎ ) ۷:1 مارین‎ 


الفصل الثامن عشر : تطبيقات 2 حسات التکامل باستخدام الإحداثيات الو سيطية والقطبية . 


(0)اللمساحات 2550-6 EEE AKS SETÊ‏ ا مس 


ایخ (۱ aE aT E GaN a Ea aD ace EKA (IA,‏ ی CAC‏ ار ی ی ی ی 


۲ ۱۸ 1 
3 وس ااا ا ا ا ا ا ا ل َك 
نحا 
EERE 5 9 15‏ لد لد اا بايا ۲ *8 ۲ ۲ 8-818 8-8-8-8 ۲ 1۲ 8 8 8 8 8-898 8 8 8389588589 8 © 8*8 8 8 8 88 84 8ج > ب 8# 4 هداس ع وه ۳ 
هو 


(۱۸,۳) الحجوم الدورانية 11 ی 
تمارين (۱۸,۳) و ar aT‏ دق aD‏ اه الاك عد هو و ی ا IE a‏ 


55571111 1 [ [1 1 1111 EE ... السطوح الدورانية‎ )۱۸, ٤( 
موه ویو و یو و و و و و و و موم و او و جوا ماو وا و وم وا و‎ CYA ٤ ( ارين‎ 


اللاحت : : دج اختبارات 
حو . ع و لض يثيءييءم يمي ةيم ينيم ريمع نع مهرم مهم ممم ممم ممم مله فزن إن ف 8-8 8ف لع 8ه هاه شاه هسداهمع هام ی 
2 0 


-النمودح الثالث: اختبار نهاتی EEE TLE REDAN AGRE EEE ARR‏ 
-النموذج الرابع: الاختبار النهائي للفصل الأول OE‏ ی ی کی ی ی بت ی 
تسرف یاس داتسار الجا لثميل اک سس سس 
تیک ااي اوا کشخ هه 


د 


-النموذج السایع: اختبار نهاني ... اط و 1108 ذأ E TT‏ 
إجابات نیاذج الاختبارات OOOO EEE OS‏ 
ملحق: جداول للصیغ الرياضية ................................ ی 
تمارين عامة موه و هو تس و و یووم ود سم و دی 7 
المراجسع ao‏ ی 1212121212 1 ذا 
ثبت المصطلحات ةو« تسمه جو ج53 و ی وعم د سي 2۲۵ 
آولا: عريي . انجليزي |[ |[ EOE‏ | ز ز[ ز[ [ ۱ 
ثانياً: انجلیزی »غر ی 


(شمن (لذول 


المستقيمات والدوال المثلثية 
THE LINES AND TRIGONOMETRIC FUNCTIONS‏ 


(١, ١(‏ المستقيمات في الستوی 
نحدد عادة نقاط الستوی 2۷ (ع«دام-ر×) بنسبها إلى مجموعة إحداثية متعامدة (rectangular‏ 
coordinate system)‏ مكونة من ورین إحداثيين متعامدین ومتلاقيين في نقطة 0 (اهزم۲ صنعن:0). 
نسمي هذه النقطة "نقطة الأصل" (مبدأ الإحداثيات». كا نسمي المحورين: الأفقي بالمحور 
« (دنجهء) أو المحور السیتی والعمودی بالحور ر (5-) آو الحور الصادی» شکل, (۱ ,۱). 


ب 


P(x.y¥) 


شکل اوا 


۲ تطسقات في حساب التفاضل والتکامل 


تتحدد النقطة م 2 هذا الستوي بزوج مرتب (3115م )ordered‏ من الأعداد الحقيقية (۷,). 
الإحدائى × نحدد النقطة ۸ مسقط ۴ على الحور *. الإحداثى ر يحدد النقطة 8 مسقط ۳ على المحور 
لا. فمثلا النقاط (۰۸)۱,2 (1,1-)8. (3-,2-)۰0 (2-,12)4 تتحدد کیا في الشكل (۲ و ۱). 


تعریف )| ,1( (Definition)‏ 
یعرف المتعدبين نقطتين: (ز,ند)ف,( ١:‏ ,مد)8 2 الستوي الا قليدي بالصيغة: 
)١1١(‏ 


ان كا 


الستقییات والنسب اة ۳ 


فمثلا البعد بين النقطتن: (8)6,9 ,(۸)3,5 » هو : 


d(A,B) = )6-3( + )9-5(“ 


5= 25/ - 4(2) + 3(2) و 


تعریف (۲ و ۱) 


الستوي الإقليدي )Euclidean plane)‏ هو مجموعة كل الأزواج الموكية من الأعداد ا حقيقية 


من الشکل (.) والتی عرّف البعد بين أي نقطتین منه بالصيغة (۱ ,۱). 


ملحوظة (۱ , (Remark) ) ١‏ 
لنذكر هنا بأن البعد بين نقطتين ۸,8 والذي رمزنا له بالرمز (4)4.8 يرمز له أيضًا بالرمز 
إ48]| والذی صادفناه أثناء دراستنا في المرحلة الثانوية. 


تعريف (۱,۳) 
ميل مستقيم (106! L (Slope of a‏ ( لا يوازي الحور ۲( بر مز له بالرمز 01 ويساوي ظل الزاوية التي 


يصنعها هذا المستقيم مع المحور × (رمزنا للظل بالرمز «)). 


1 ۱ 
۱ 1 m - 0 
¥ B(Xد,¥»)‎ 
۱ 
۱ 33-1 
)م‎ ۰ 
0 ۱ 
REESE ل‎ 
: ۱ 


تؤخذ 0 زاوية مستقیم مع الحور ‏ عادة محققة للشر ط: 


۱ 0 < 6 < 77 
من الواضح آن: 
8 ق الصادات 1ل فش ع المقابل = tand‏ = 111 
فرق السينات e‏ اجاور 
انظر الشکل )١, ٤(‏ . 


إذن صيغة الیل (10112112 عمم51 ۲۳6) تعطی بالمساواة: 


ا i‏ 1,۳7 
ا ج ود 


وهذا المقدار يرتبط بالزاوية 6 ولا يتغير مها كان موضع النقطتن ۸,8 عل الممستقيم بآ. 
الق اا کات وواوق ا 


معادلة (1011811011) مستقيم مبله معلوم 111 وعلمت نقطة منه (۷ +»د) 2 


1) 


شكل (۵ ,۱). 


بفرض أن (,:) نقطة ما من هذا الستقیم فان ميل الستقیم « يساوي: 
m= J y1‏ )£ ,ا( 


| لش تن 


هذه المعادلة تمثل معادلة مستقيم عم ميله « ونقطة منه ( زد , عد) سر 


نتيحة (۱ و ۱) 
إذا علمت نقطتان (,د,,د)۰۸(ود, 8 من مستقیم فان معادلة الستقیم ٤(‏ ,۱) تصبح 
على الشكل: 


)۱ , ۵( دای را‎ E 


1 9 اف یت رت" 


نتيجة (۲ , ۱) 
إذا كانتت A(Û,h)‏ نقطة (Point)‏ تقاطع مستقیم (Line)‏ مج المحور ۷ و کان میله معروفا 
ویساوی 22 فإن معادلته تكتب على الشكل : 


(١, ( ۵ 


دح ون y=mx+h‏ 


XxX —-0 


معادلة مستقيم عرف ميله ‏ والجزء 
المقطوع من المحور ۷ 


.)۱,٩( شکل‎ 


اك( و۷۲) 
آوجد معادلة الستقیم الار بالنقطتين: (۰۸)۱,2 (1,4-)8 


اسل 


2-4 _ ول بر 
| یتست تچ ج = خت .۳ 
ميل يساوي تا ê‏ 


وحسب »)١, ٤(‏ فإن معادلة المستقيم: 


3 +2« عن ج [- < ماد 


1-1 


)۱  ۳( نتيحة‎ 


تکتب العادلة (۵ , ۱) على الشکل : 


لاد ع دوق ديرق 


۱ ,۷( 


حيث ,۵.0 ثوابت حقيقية والثابتان .2 لا يساويان الصفر معا. العادلة (۱,۷) تمثل العادلة 


. (The general equation of line) العامة للمستقيم‎ 


إذا كانت 0 ± 2 فإن المعادلة (۱,۷) تكتب على الشکل: 


2 4 
كوو هات ال 


١0‏ م 
إذن ميل المستقيم (۱,۷) في حالته العامة يساوي: 


4 
لاح ننم 


حالات خاصة: 


ا( إذا كانت: 0 = 7 » فان العادلة العامة للمستقيم تأخذ الشکل: 


7 عبر )| ثابت) 


(1,۸) 


)١,۹( 


وهی عتل مستقی| عمو دیا (Vertical line)‏ عل الحور CX‏ ویقطع المحور »× عند النقطة 
(۵,ظ۰۸۵ ومله هو غير معر ف(۱(80611060). 


A(h,0) 


x = h 


شکل (۱,۷). 


ب) إذا كانت 0 = 4 في المعادلة العامة لمستقيم» فان المعادلة تأخذ الشكل: 
( ثاست) 


وهی تمثل مستقب| أفقيا (€inا‏ آفادهعت۲۱۵) پوازی الحور × ميله يساوي الصفر ويقطع المحور 
۲ عند النقطه (0,0) . 


(N) 


شکل (۱,۸). 


ج) إذا كانت 0 = © في العادلة العامة لستقیم. فان العادلة تأخذ الشکل: 


وهي تمثل مستقیما يمر بنقطة الأصل ویکفی لرسمه معرفة نقطة آخری تحققه. 
7 


.)۱,٩( شکل‎ 


يشال (۲:۱) 


ارسم في الستوي الا قليدي الستقییات التالية: 
3ح تير 6 ۷22 yay;‏ ع لا< 2 + بر - نز 


الجا 
تعره الستقیات ک| نی الشکا (۱,۱۰). 


لاحظ أن الستقیم ×= نز يمر بنقطة الأصل والنقطة (,1-). وأن الستقیم 
x-y+2=0‏ يقطع محوري الا حدائیات في النقطتین (0,2) » (2,0-) . 


المستقييات المتوازية والمتعامدة and perpendicular lines)‏ اعالهتدم)  :‏ من الملاحظ أن 
الستقیمن 1,1 التوازیین (e1ااەrەم)‏ ميلاثما واحد: 


YY)‏ و 
1 3 


10 


۷۲ - درج 9 = و جح 117 


کل ر 
وأن المستقيمين المتعامدين (۳:0۵0۵10۷1۵) حاصل ضر ب ميلهما| يساوي 1- : 


16 


mr -ح‎ 1 


٠‏ ۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


8 


1/1 1, 0 - 6+ 2 +> 11011 - - 


شكل ۱۷۵ ,6۱ 


مثال(١.")‏ 
)١‏ أوجد معادلة المستقيم .1 المار بالنقطة (1,2) والموازي للمستقيم: 


4-0 سد 21-35۷ ۷ 
۲) أوجد معادلة المستقيم لا المار بالنقطة (1,1-) والعمودي على المستقيم 1. 


الل 
)١‏ تكتب معادلة ۸ على الشکل: 


س و س دل 
3 3 


ع 9 
وبمقارنتها بالمعادلة: 2۷ ( ۰ نجد ان ميل M‏ پساوي: 7 m=‏ ومیل 8 الموازي له 
3 اج 5 
بساهع آنضا س فمعادلة المستقم را ه ۰ 
9 و ایض ج ؛ ۳ لمستقيم هي 
y-2‏ 7-3 


2 
0= 2-4 بروج -- ج H1‏ = 
3 1ب ¥ از 


۱ ۱ 3 
۲( ا أن ميل ۷ يساوي 2 فميل N‏ العمودي عليه يساوي: هت 


ا 
x< + [‏ 


mg BE 11-0 : هی‎ ١ فمعادلة المستقيم‎ 


(0 ١)الداعغية‏ ها 18 
معادلة الدائرة التی مر کزها: (k,ط)ء‏ وطول نصف قطرها ‏ 


إن آية نقطة (9,:)م من نقاط الداترة تبعد عن مر كزها (0)0,1 بعدا ثابتا يساوي طول نصف قطر ها ۲ 


ادن : | و منه: 


(r - (+) -( =F 


وهذه معادلة داثرة مركزها (1,1) وطول نصف قطرها ۲. 


تال ۱۱:2 
آو جد مرک (Center)‏ وطول تصف قطر (Radius)‏ الداترة: 

x+y 24۷-110‏ 
ال 
تكتب المعادلة (30100ناو1) عل الشكل : 

1 -(بف4ه ۶ دنج فين 

24 نا REDO EGA EO‏ عن 

فيصبح الطرف الأيسر مربعًا تاما في كل من و ر» وبالتالي: 


2*6 ين + *(1-ر) 


وهذه معادلة دائرة مركزها (1,2) وطول نصف قطرها 4= 16/. 


۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(۱,۳) النسب الثلثية لر اوية حادة فى مثلث قائم 
۸ 


الوتر 
المقابل Hypotenuse‏ 
Opposite‏ 
B‏ ع 
المجاور 
Adjacent‏ 
شک AT‏ 
8 _ المقابل ا جاور ا المقابل = 51116 (۱ , ۱) 


0 جاور 0 


لوف ۱۸۱ لوتر 


وقد سبق أن درسناها في المرحلة الثانوية وسميناها: 
طا0 وجتاه وجا 


مثال (ه,١)‏ 
آوجد التب المثلفية للزوایا 
۳ ۰60۳ 45° 


۱ مستقیات و 9 لنسب المثلشة ۱۳ 


ال 
من الثلث التطابق الأضلاع (Equilateral‏ 
triangle)‏ والذدی طول ضلعه يساوى ۰2 نجد 


. )۱, ۱۵( شکل‎ 
|AC = |CB| =|B4| 22, |81 = 4-1 - 3ل‎ 
E 


3 
٩1۳3 | = 2 ,»0930- 3 وو‎ - 


5ل - 60 مم لذ - ووووم شلا in60‏ 

ومن المثلث المتطابق الضلعين والذي طول ضلعه 
يساوي الواحد» نجد حسب فيثاغورث» طول 
وتره يساوى: 2- 1+1 - إق4| 


1 
= سس - 45و6ع < ٩1۳45‏ 
0 1 | ۱ 1 1/ ۳ | | شات 
2 فا هة ارد ۳ 5 ' | 05 مه ال 5 2 05 2 قاء وهى. 


cot#,secd , وی‎ 


و مه 1= ,tan45‏ 


50-7 


والتي سبق أن سمیناها: 


۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


قتا0, قا ,6‏ ظتاهةء كايل: (۱,۱) 


تال( )ع 


ادا کان: 3 0 ۰ فأ و جد المت الا شتا 32 sin@,cos@,tan û‏ 


اقا 

بل 5-8 : = 6 211 ] 

اجاور 3 0010 
7 الوتر 

اجا 
ھک ےا ووچ 
> الوتر 

شكل (۱۷ و ۱). 

تال ۷و۱ 


2 6م ` المقابل = 3/. 


ادا کان: 2 060 فأو جد الشست الأساسية: 6 صهةا,56مء,560ذة 


لحل 


cos = سوت‎ 


حسب فیتاغورث 


ومنه: = همزوء 3ل - ممم 


(5 , ۱) التقدیر الدائري للزوايا 

لتكن ه دائرة موجهة مركزها 0 ونصف قطرها 
الوحدة. سنتعرف على وحدة جديدة للزوايا وهي 
الزاوية المركزية التي رأسها © والتي تقابل قوسا 
طوله الوحدة شكل (۱۹ ,۱). 

نسمي هذه الزاوية بالزاوية النصف قطرية. 
ونقول إن قياسها هو تقدير دائري واحد (راديان) 
(مدن‌۳). إن حيط هذه الدائرة يساوي 27 
فالزاوية المركزرية التي رأسها © وتقابل 
قوس الدائرة كله قياسها بالتقدير الدائرى: 


6.28 22 7 

ادن: 

7 بالتقدیر الدائری (7625076 20120) يساوي: 360 
| تقدير داثری يساوى: ا 57.37 

الزاوية 0 بالتقدير الدائرى تساوي بالدرجات: 


(۱۷ ,۱) 
(رمزنا لقیاس الزاوية بالدرجات بالرمز ©) 
من الصيغة السابق نجد: 
کے ا 


۱3 تطبیقات فى حساب التفاضل والتکامل 


مشئال (۱,۸) 
آوجد بالتقدیر الداثری الزوایا: ۰30 60 ۰ 180 


ل 


الزوايا على التوالي بالتقدير الدائري هی: 
و > = (60) 


سس او = 648 < 
6 180 تن 


0 5 8 
30 180 


(۵ ,۱) طول القوس و مساحة قطاع دائري 


The length of arc and The area of the circular sector 
في الشکل (۱,۲۱) الزاوية 9 تقابل قوسًا طوله‎ 
نعلم أن الزاوية 27 تقابل قوسًا طوله *27. با‎ 1 


۳ 2 
= » ومنه نجد طول القوس 


(¥ 10) 


فك اكوا 


في الشكل (۲۱ ,۱) الزاوية 0 يوافقها قطاعا دائريا مساحته 5. نعلم أن الزاوية 2 يوافقها قطاعا 
دائريا مساحته (مساحة الدائرة بأكملها) *7 . وبا آن 0 تتناسب طردًا مع 5 فإن: 


2 1 5-5 
٩ ۵ =‏ ملك : 
-ج 7 


ی 


مثال(5.١)‏ 
أوجد طول قوس الدائرة ومساحة القطاع الدائري الذي زاويته: 
)أ( ۰0-۳ (ب) 2 0 » علیا آن: SCM‏ = ۲ 


ال 
4 0-7 جه -0 (تقدیر] دافریا). 
پی ا س 3 ا و 
6 6 2 2 
71 — = 

2 1) 

(ب) مرش | 0-2 
2 ای ۱ 

170111 =| 2-۳۶6 ق 

2 3 3 


C-1,0) 


D)0,-1) 


كل ا 


دائرة الوحدة (نصف قطرها يساوي الواحد) 


۱۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


نعرف النسب الثلثية لزاوية موجهة 9 ونعتمر الحور × مبداً قياس الزوایا» كما یل: 


EE‏ 0۵ . ,م 
O)tanê = ۳ sinê = y‏ ع NY (cosê‏ 


1 ۱ 


(tan@ غ‎ 0)cot@ = 050)؛‎ # O)secd = «sind (6960 = 
tanê cos sin 


بفرض أن كلا من مقامات الکسور في )١, ۲١(‏ لا يساوي الصفر. 
من اللاحظ آن: 

0 ۵100 ۰ ۰60۵01 ۵00-0 (من إحداثيى ۸) 

1 صنو 0= ۵۵52 tan‏ (غير معرف) (من إحداثيى ظ) 


2 
cos = -1 ¢ sin =0‏ 1207-0 (من |حدائیی )) 
| 3 3 
1-- مزه = ےوز 5 0 - دوم - دون ۹ tan‏ (غير معرف) (من إحداثیی .(D‏ 
لا-حظ من الشكل آن: 1- 1 + مر (حسب فیثاغورث) 


أى أن: 


1 ۱ 
۱ 


و بتعسيم الطرفين تارة على 8 “ووه وتارة على 0 تج : 
r‏ 1 
رب کح | م نمم +۱- 0 نمو 


cos 0 cos 8 


2 
ےگ + اس (۱,۲۳) 


3 ا‎ 
٩1۳ 0 sin 0 


ال (*۱: ۱) 
آو جد اللسب المقلفية للزوایا "۰150 *۰210 *330 


المستقيات والنسب المثلشية ۱۹ 


ال 

إذا قطع الضلم النهائي للزاوية 30 
الدائرة في النقطة ۸ فان الضلع النهائي للزاوية 
0 يقطعها في النقطة 8 نظيرة النقطة ۸ بالنسبة 
للمحور ۷ وبالعکس فان نظيرة 8 پالنسبة 
للمحور نفسه هی النقطة ۸. 

إذن: الزاؤية الوافقة للزاوية ۱50 
والواقعة في الربع الأول هي: 


شگل 1 


0- 180- 30 (نحصل عليها بأخذ مكملة الزاوية 150) 


والزاوية 210 یقطم ضلعها النهاتي الدائرة في النقطة © نظبرة ۸ بالنسبة لنقطة الأصل 
فلا جاد الزاوية الوافقة للز اوية 210 والواقعة في الربع الاول: 
نطرح 0 من الزاوية 210 فنجد: 180- 210 = 30 


والزاوية ' 3 يقطع ضلعها النهائي الداثرة في النقطة 1 نظيرة ۸ بالنسبة للمحور × فاجاد 
الز اوية الحادة الوافقة للز اوية 330۳ : 

نطرح الزاوية 330 من الزاوية ۰360۳ فنجد: 330- 360- 30 آما الزاوية 30- 
فیوافقها الزاوية 30 مباشرة. 


وني جميع الحالات لإيجاد النسب الثلثية هذه الزواياء نحسب النسب الثلثية للزاوية الحادة 


“30 فنحد: 


sin3( 3 1‏ 
اا ا بت < )60953 < 7 ب ی س 


5 00530 
و ملك تجد من الس لشكا 


tan 30 


+۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


3 ۱ 
معو ون 5 تیف ¢ و0۳05 (الوجب هو 5100) 
2 2 3 ۱ 
۱ ۱ 3 1 
---10 192و رو ¢ خ----210ووج-- tanê ( ۲۵0210 ٠‏ ( 
2 ۲۳ 2 9 ۳ لوجب هو 
=0 و 3 
2 


؛ سک مج مین 2 -20330] (الموجب هو 0 ( 
7 3 : 


آما النسب التبقية فنحسبها استنادا للعلاقات: 


(Y6) 


sec = 469 6 = 


۵010 = ۱ 
tan cos Û sinê 


(Nas 


آوجد النسب المثلثية للزوايا: (1) “45- » (ب) 390 ۰(ج) 780 


ا لحل 
(آ) الزاوية: 45- نهايتها تقع في الربع الرابع ويوافقها الزاوية “45 . 


إذد: EÊ‏ 3 ب « ]= tan45‏ 
2ل 2/ 


وبالتالي: ا ‘x =c0s)-45(‏ چ = ( )1۱و ع tan(—45) --1 °-y‏ 


(ب) الزاوية: ”390 يوافقها في الربع الأول (بعد حذف دورة كاملة) “30 ونسبها المثلثية 
هي النسب نفسها للزاوية 30 . 

(ج) الزاوية: 780 يقطع ضلعها النهائي الدائرة في نفس الموضع الذي يقطع الضلع النهائي 
للزاوية 60 (حذفنا دورتين). فلهیا النسب نفسهاء انظر المثال .)١, ١(‏ وبأخذ مقلوبات 
النسب السابقة نحصل عل النسب المتبقية: 


)١155( يقال‎ 


إذا كان: )١‏ 5600-3 والزاوية تقع في الربع الثالث 


الستقیمات والنسب الغلثيه ۳ 


7( < 0۱0» والزاوية تقع في الربع الثانی. فاو جد الس المخلثية الشقمة. 


تفا 


3 0عهو سه <- - 050 الوتر‎ =-3 (١ 
وحسب موقع الزاويةء فان: المقابل داد‎ 

tanê > 015100 > Û 
1 نحسب النسب للزاوية الحادة © الوافقة لما المجاور‎ 
. )۱,۲4( والواقعة في الربع الاول فنجد: شکل‎ 
tana = 72 5 cosa - 1 sina = Z2 


بالتالی: وتف = 1۳0 ) 2= tanê) tand = 22 c00‏ هي الوجبة في الربع الثالث). (اکتفینا 
بالسسه الا ساس الثلات 1 ما سنفعله في معظم الاأحیان). 
۲( اب تمسق یو 

3 4 
و سب موفع الز اوية فإن: 
Û‏ > ۰6100 < قوم 


النسب الثلثية للزاوية 0: المقابل 3 


۵05) = ۷ «sinê = 3 
5 5 


)١(‏ حل المعادلات الثلثية 
تناكل (۱,۱۳ 
حل المعادلات التالية إذا كان 0< م < 27 : 


seer =2 )۲ cotx=-—1 ۱‏ ۳( 2ہ 


ال 
لنذکر بأن حل العادلات: 


2 0 -<- 2 11 حصت و۳( + =a‏ ير أو ورج 2 بدي اجر ح دا 


ومع د يروو حت ورج 2 + ول X=‏ 


tan 2|‏ = 1 18411 حه 7۲1 + 0 < £ حيثف ‏ 12 عدد صحد 


17 
tanı = tan ونون م‎ = -[] = 00۱ = -1 ۱ 


7 ۱ 
COSX = مدمه‎ RT RR وا‎ 


3 
والحل هو: 2 + ± = د والمقبول: 


r7 r 7‏ 
س(() = (7/:س_ - ج22 ([1 دم 
) ( 13 ) ( 


3 ۱ : 
۳( 3 = 2و جوزو - SIn2xX‏ 


نچ 


7 2 
واخل هو: اي بولح وو دير والقبول: 
7 
ير د ویو لس و( 


أو : 2 + [ )دموا ور + گ بر والقبول: 


î Ar 7 
1 - جر + ر(]‎ < ۰) -0( 
( و‎ 3 (n = )((- 


ا اه 


LE DE 


tan(x + 7 )۳ مدمه‎ + 2) (۲ sink) (١ 


۱ sin(x 2 ۷ ( =sSInx 005 ۷ 203 SIN Y 


cos(x Fy ( < 608۲ cosy + ۹117 7 ۱ 


17 r . 7 
sin x—— | - sinxcos— -cosxsin— ۱ 
2 2 س‎ 


ا 


)۱ , ۲۵( 


TV‏ و۱) 


۱ لستقیات وادت تست Es LS‏ بو 


- 11 xX ۰(- 005 ۲ ۰1 2-6 


ا" ی تقد 37 ۱ 
۲ تزور زوس تون ونم =| س بير ون 
7 2 2 


= 51و20‎ ۰0-5101 ۰)-1( < 0 
sin + (ج‎ 
605) + 7( 
511) #7) = 5112 ۲ COST + 205 1 7۲ 


= رزج + 0 311] 


< 510 ۲ ۰)-1( + 005۲ ۰0 2-7 
COS(X +77) = COS X COS 7 - SIN X ۳ 


= COSX ۰)-1( - 51۳0۲7 ‘0= —COSX 


1" ۲ 
ادن: 207] < - = (جر + tan(x‏ 
00 - 

نان ( ۱۵ ۱) 


دما | 


آو حد() 12 ¢ (بت) 521 إذا كان . 


الحل 


)غ( xX)‏ + 5۱۳۷ ع 2۷ 5111 


٩111.۲ >‏ والزاوية X‏ تمع 2 الربع الثاني. 


5 


= 5113205 2 + 2 XSINX 


۷ 005 1 = 
ادن: 
)۷ , ۱) 

الزاوية تشع ۴ الربع الثانی» اذن: 0 4 6097 
من المثلث القائم شكل ))١,71(‏ نجد: 
4 3 ۱ 2 
ج = تإقمة ( الزاوية الحادة الموافقة في الربع 0 
ادن: ج = ومن 3 

رت 3 ۱ 
بالتاللى فإن: = .=.2 = 2 190و 8 2 ۸ 

5 عدم 83 3 

(ب) xX)‏ دعوم = رد ووه ل O‏ 


= COS 308 ۲ - 513 


= ومع‎ X— sin” 3 


۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ادن: 
(1,A)‏ 
7 3 4 
سدح [) )<< 2 
و منه 2 ع 1( 2 COS‏ 
قال ر )١‏ 


40 اکتب: 5127-5107 على شكل حاصل ضر ب نسبتین مثلئیتین. 
(ب) اكتب: 60547 +2052 على شكل حاصل ضرب نسبتين مثلثيتين. 


آدن: (/- 5۱00( + ماماو - 51102-510 


- مومه + 609/7 110و‎ 911 Û = (sing cos Û - cosa sin Û) 


3 + 34 
= 2 0050: 910 Û = 2005 E, 


تست 


(ب) نضع a+ Û‏ ح 4 


2 - مه‎ - 
(باحمع)‎ 3= ١ فیکون:‎ 
(بالطرح)‎ ×=6 
cos4x + cos2x = cos(a + Û) + cos — Û) إدث:‎ 


= cosa cos Û -51110:5111/7 +cosacos Û + 5112:5111/2( 
= 2 0090 COS Û = 0 


يمكن حل السؤال بسهولة بالاستعانة باللحوظة (۲-۱) صفحة ۳۲. 


الختتقیات والشست المكلئية ۳۵ 


ااك( ۱۷ ,۲) 
() اکتب: 5103052 على شکل مجموع نسبتین مثلثيتين. 
(ب) اكتب: «2وتویکدنه على شكل جموع سكين E E‏ 


الل 

هنا نلجاً إلى الصيغة: «اصنعدعی sink + y) = sinxcosy‏ 

آو ال الصیغة: cos(x ty) =cosx cosy Fsinx sin y‏ 
(أ) من الواضح أن الصيغة الأولى هي الفيدة في هذه الحالة: 
٩1۳۲ + ¥) = SIN XCOS ۷ + 05251‏ 


٩111) - ۷( = 5۱۳۲۵05 ۷ - 01 Y 


بالجمع : Y‏ 1005 2 = (۷ - )۹11 + (۷ عد SIN‏ 
إذن: ‏ 00520 251۳36 = 5۱0۵+ sinš5a‏ 
1 
نه: 605207 5110307 > [ 51۵ + —[SinSa‏ )2 > 
و من :5103060526 = | ٩11۱0‏ و (نضع ۷ حت بن 
(ب) من الواضح أن الصيغة الثانية هي الفيدة في هذه الحالة: 
COS ۲ 51101 Sin ۱‏ 2053 < ( نو + COS(X‏ 


COS(X — ¥ J) =COSX COSY + ۹۱0۲ SIN ۲ 
COS(X + ۷-00۵۵ - ¥) 2-2۲ بالطرح:‎ 


ادن 51820 2-251۳0530 60870-00530 
و منه : [cos34-c0s7@]= sinSarsin2a‏ > (نضع (=X‏ 
المثالان السابقان یغنیان الطالب عن حفظ قوانین التحویل والتي حول جموع نسبتين مثلثیتین إلى 


يمكن حل السوال بسهولة بالاستعانة بصیغ التحویل الواردة في الصفحة ۲۷۷. 
(۱,۸) حل العادلة من الدرجة الثانية 

)١‏ باستخدام المیز 

(١ 5 ۱۸( مفثال‎ 

أوجد حل المعادلة: 117+3<0- ”×6 


۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ال 

ميز المعادلة: 0= + + گر » حيث 0 » 

m = b* - 0 : هو‎ 

وادا كان: 0<" فتقبل العادلة حلین هما: 
_-b+m‏ 


21 
وی معادلتنا: 116=3-= ظط 6= 4 
فالمیز: 121-6- 4 - m =þb*‏ 
1211-75-49 
7 4 + وا 
واحلان: 117 ۴اخ بر , وھا 
۳ 27 
لس ق ا1ا 7 ات وس 
35 19 2 9۰ و اه ۲ 
فان (۱۹ ۱ 


حل العادلة: 0ب x‏ 


أن ادق 1 دوه قد << 4 -1 عم وب - مور 


المیز سالب ولا پو جد جذور حقيقية. 


مثال(١7؟7,١)‏ 
۱) حل المعادلة: 9-0+:12- 4x2‏ 
وداه EE‏ رج هی رت و اس ی 


+0 - 12 _ 
20 مه‎ E 


والعادلة تقبل جذرًا مضاعمًا: < 
۲) بالتحلیل 

إذا كان المیز ص مربعا لعدد صحیح (مربع تام) فبالامکان إيجاد الحذور عن طریق التحلیل. 
(آ( معامل ع يساوي الو احد 


فل( 
حل المعادلة* 77-0 -عي4- × = +xط+ x‏ 


المستقيات والنسب المثلثية ۳۷ 


اللحل 

mn - 16- 4)-77( = )18(” المميز:‎ 

بالتأكيد يمكن تحليل الطرف الأيسر من العادلة. والطريقة أن نفتش عن عددين حاصل 
ضربهما 77- -» ومموعه| 4- = ط فنجد (11()7-)=77-» فالعددان هما: ۰-11 7 والتحليل من 
الشکل: 0-<(11-)(7+:) واخذران هما 7-,11. 


حل العادلة: 12=0+ یر7- N‏ 


ال 
نفتش عن عددین حاصل ضر ]| ۱2 وخموعه| ۰-7 فنجد: 


12 < )4()-3( 


والتحليل من الشکل: 3(=0 - (x - 4()x‏ والحذران شما 3 ,4 
(ب) معامل x‏ لا يساوي الواحد. 


مان (۲۲ و۱ 
حل العادلة: ۲-4-0 - 2و3 عع بیرق + ax‏ 
نضرب طرفیها بالعدد 3 -2؛ فتصبح على الشکل: 
(3x) -12-0‏ - *(3) 
0 - 12- ر - *بز(ور3 - ر) ۱ 
التحلیل هو من الشکل: 0 = (3 + 4()9 - () أو 0 = (3 + <4()3 - ×3) 
والجذران هما: 1- - ج - بم 


مثال(5؟, 6 
حل المعادلة: 4-0 +9 ثيرو 


الحا 

نضرب طرفي المعادلة بالعدد: 5 = ۵ فتصبح على | لشعا : 
20-0 + (9)5- “ورة) 

آو: 20-0 + -9y‏ دک 6 


لكنّ: (5-)(4-)-20 وجموع العددین ۰-9 إذن شکل التحلیل: 
0 - (4 - )(5 - ۷) أو 0-(5()5-4 - «5) 


فا حذران یازج = 


قیال ( ۲8 ) 
حل العادلة: 21-0 -ر- 2 


الحا 

نضرب طرفي المعادلة بالعدد: 2 = ۰۸ فتصبح على الصورة: 
233-42-0 و2 

أو: 0 =42- ر - 2 (2 = «) 


نفتش عن عددين حاصل ضر مپ| 42- وخموعهیا 1-» فنجد: 

۱ -42 = )-7()+6( 

شکل التحلیل: 0= (6 + )(7-ر) > 0= (7()2+6-+2) والجذران هما: 3 

وفي جميع الحالات» نضرب طرفي العادلة بالعدد ه ونضع «-ده » فترد الحالة إلى الحالة (أ) بشرط أن 


يكون المميز هو مربع تام (مربع لعدد صحيح). 


امات والتسب :الكل ۲۹ 


مأو مص ر 
أوجد معادلة كل مستقيم فيا يلي ضمن الشروط المحددة له: 
١)مار‏ بالنقطتين: (1 ,1) » (3 ,2) 
۲) میله يساوي: 4= ومار بالنقطة (5 ,3) 
۳) يقطع من الجزء الوجب للمحور « جزءا قدره 4سم وميله يساوي 4- 
5) يمر بالنقطة (1 ,1) وعمودي على المستقيم 0= ر - :21 
5) يمر بالنقطة (3 ,2) ويوازي المستقيم 0= 5 + «3 - ×2 
1) يمر بنقطة تقاطع المستقيمين: 0 = ر- دء 1 = 2 + وعمودي على الستقیم :2 = (. 
۷) ارسم الستقییات التالية: 
y= 2× )(‏ (ب) 1= + ر رس 
(د) هدع (ه) 3×x=5-ر2‏ (و) = ر 


۸) آو جد بعل النقطه (1 ,1) عن كل من المستقيات الواردة في التمرين (۷). 
إرشاد: بعد النقطة (رد,رد) عن الستقیم: 0=ء+«ط +× یعطی بالصیغة: 


6 9 ۲۸( 0 8 4 ۲ + ¿| 


ره 
و + 2 


0 حدد الستقیات التوازية أو العامة بین الستقمات التالية: 
() 0= 3+ ۲-۷ 

xX+y—4=0 (ب)‎ 

2x+2y+5=0 (ج)‎ 


(د) ۲-5 


٠‏ آوجد الرأس الرابع ظ متوازي الأضلاع ۸8٥9‏ علا آن: 
(4)1.1(,8)2,2(,6)0,2» ثم آوجد آطوال أضلاعه. 

۱) آوجد إحداثيات منتصفات القطع التالية: 

[,۸:۱۰]6۸[۰]۸] حيث ۸,8,۲ معطاة فى التمرین (۱۰). 

لاحظ أن إحداثيي منتصف القطعة الواصلة بين النقطتين (۱(,») » (ود ,وتد) هما: 


۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


NT 


)1,0( , )0,1( , )1,1( : أو جد معادلة الدائرة المارة بالتقاط‎ ) ۲١ 


1۳( آو جد ميل المماس للداثر ة: 20 + عند التقطة (1,1) ثم آو جد معادلة امیاس هله 
الدائرة عند هذه النقطة. 
(إرشاد: لاحظ أن هذه النقطة تحقق معادلة الدائرة ثم استفد من إحداثيي مركز الدائرة). 


١‏ ) أو جد النسبة المثلئية لل وایا الحادة التالية إذا كان: 


3 


0 


tanx =] (ج)‎ COX _ رب)‎ sin => ( 


cotx =2 )و(‎ cscx =2 (a) secx=3 (3) 


٠‏ أوجد بالدرجات الزوايا التالية المعطاة بالتقدير الدائرى: 
lr lr 3r r 11‏ 


7 
اي س ما نت س ي 
8 5 4 2 5 3 


7) أوجد بالتقدير الدائری الزوايا التالية: 
۳ 1207 ۰ ۵۵ 0-6۳ 150۳ 7207 ¢ 30۳ - 


۷ و جد مساحة وأطوال آقواس القطاعات الداثرية التى زوایاها بالتقدیر الداثری: 


علا أن طول نصف قطر الداثرة ساوي 50سم. 
۸) آوجد النسب الثلثية للزوايا التالية: 

4-۴ 135 ۰225 315 ۰-12۴ 240 300 ۰720 43157 15 
464 آوجد النسب الثليية للز وایا العالية: 

LIF 245 13 ۵ 2107 #موحي:‎ 


ا نتشسات و لت الکلخة ۳۱ 


إرشاد: اعتمد فقط على الصیغتین التالیتن لرد النسب الثلثية للزوايا إلى نسب مثلثية لزوايا 
حادة شهيرة: 
sin Y‏ 5م26 cosy‏ ۲ 810 ع ( ty‏ )5111 
sin ۲‏ عد ملوع cosy‏ يرومع - ty)‏ )6۵9 
فمثلا: (510)180-30- 150 sin 240 =sin(180 +60) «sin‏ 


)45 -360)صزة = 315 18و )45 sın(45 +30) ‘sin(-45) = sin(0—‏ = (5/ )ااه 


٠‏ أو جد النسب الثلثية الأساسية للزوايا الاتية وذلك ضمن الشر وط الموضحة: 
(أ) 2 - هه والزاوية تقع في الربم الأول 
(ب) - امه الزاوية تقع في الربع الثالث 
(ج) = دوه الزاوية تقع في الربع الرابع 
(د) - دوز الزاوية تقع بي الربع الثاني 
)١‏ حل العادلات الاتية على الفترة [0,272] : 
۳ 


0 و sin‏ (ب) = 2و (ج) = 03ں 

(د) 2- = se4‏ (ه) == | نها (و) دنت 
۲) حل المعادلات الاتية على الفترة [0,277]: 

sin3x = -sinx (ب)‎ 2sin” x+sinx-1=0 (i) 

(ج) COS3X‏ = برل وم (د) tan2x=-tanx‏ 


)و( ددم sin3x‏ (ز) cot3x=—tan2x‏ 


۳ اكت أن“ ۷ tanzt tan‏ از اه ۷ 


1F tan x tan ۲ 


1 + 60920 = 26057 01-0020 = 2517 0 آثت آن:‎ ) ٤ 


ثم استفد من هاتین الصيغتين لا جاد: ی 509 امام اوم 
5) حل العادلة التالية على الفترة [0,27]: 


٩1124 111212۳ + 1۳03 = Û 


(ارشاد: ات آن: 2910276057 = sin3x+sinx‏ ) 


۳۷ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


7) بسط ما يلي: 


Jr 1‏ ۱ 3 ۱ 
)>+ ۵7) ۱:۹1 ۲ + - ووم اع + 511 
عع إل و 
tan (r + xX)‏ 2 ج 2 | 2 1 e-2‏ 
2 2 


۷) حول إلى حاصل ضرب المقادير التالية: 
cos2x—cos3x (Î)‏ (ب) cosx+cos2x‏ )ج( sin4—sinx‏ 
۸) حول من حاصل ضرب إلى جموع المقادير التالية: 
sinxsin3x 4‏ (ب) cosxsinx‏ )ج( 22 ومعدوم 
8 حل المعادلة التالية: 
() 6=0+×5- × (ب) 9=0- 2× 
(ج) 0= ×5- “× (د) 0= 4+ ×4- x2‏ 
(ه) +12x+9=0‏ ”×4 (و) 15<0+:11- 2x”‏ 
(ز) 0= 20-9 + 2112 (ح( 2-5-0 - 8ı‏ 
(ط) 1=0-+- ”× (ي) 21=0-×5- ”×6 
x2 +£ +8 < 0 )(‏ (ل) 0 =32-×12- 35x‏ 


ملحوظة (۲-۱) 
استعن لحل المثالين (۲۷) و (۲۸) بالصيغ التالية: 


۱ ۱ E EY 10 —y 
٩111۷ +sInv = 7 COS 
2 
: HV ,. بو هع‎ 
511110 - 5111 = 2 5 ۹110 
2 
u + UH نو‎ 
06051 + 065۷ = 5 cos 
باح هل سا‎ 
06051 - 008۷ = -2 0 51 2 


التي تحول جموع نسبتین مثلئیتین إلى حاصل ضربهاء وبالصیغ الواردة في الصفحة ۲۷۷. 


دمن رهام 


المتباینات 
INEQUALITIES‏ 


(۱, ۲) الف رات في مجموعة الأعداد الحقيقية 118 
۱ مرش( اوه 
إذا كان ۾ , 6 عددین حقيقيين ( ٤‏ ,4) 18 فاننا نسمی الجموعات الحزتية التالية من 11 بالفترات 


TEE‏ جب 
اس ا س 
اسمس ام قرو و 
ا هع مكح كير 


ا نس مکی سم 


۳1 


(۲ , ۲) بعض الحموعات الستخدمة في هذا الکتاب 


(۳, ۲) القيمة الطلقة 


Absolute Value 


OTE 
يرمز ها بالرمز | وََرّف كما يي:‎ ٠ × القيمة الطلقة لعدد حقيقي‎ 


xX ZÛ 
اه‎ 


- ۳ < Û 


فمثلا: 3 - [0۰]3 = 5۰/0 |5 


نتيحة (۱ ,۲) 


د - رل 


نتيحة (۲ , ۲) 
القيمة الطلقة لعدد لا بساوی الصفر هی عدد موجب استنادا لخواص الحقل 1۸ وللتعریف (۲,۲) 
یمکن الیر‌هان على صحة النظریتین التالیتن: 


التبایشات ۳۵ 


(Theorem)( , ۱ ( نظرية‎ 

اذا كانت ««ء لا وء أعدادًا حقبقبة فان: 

|( عد ۲ < 6+ رجه ۱ < 1ن 
(یمکن أن نضیف (۸0) أو نطرح Suir‏ )من طرفي متباينة 
العدد نفسه). 

x < cy ۲‏ ج ر < ×( علد موجب (۳۵۵۱۱:۷۵) ) 
(یمکن أن نضرب ((۱8۵1001) طرفي متباينة أو نقسم (0:۷100) 
طرفي متباينة على عدد موجب). 

۳ من > تروت >y‏ عر( عدد سالب )(Negalive)‏ 

(يمكن أن نضرب طرفي متباينة أو نقسم طرفي متباينة على عدد 

سالب مع تغيير جهة التباين). 


| قري رم 

إذا كان ۰۷ × عددين حقيقيين» وكان 2 عددا موجياء فإن: 
© اد( - او 

؟) 2 > * > ۵- جه 2 > | 


x < ن‎ xX > أو م‎ x> 2 )۳ 

(Triangle inequality) (متباينة المثلث)‎ |x + ۷ ی‎ x 3 ر‎ (0 
|× - | > + | ۰ 

€ سجاه اور اقا 22۵ لا 


٤(‏ ,۲) حل التباینات 
The Solution of Inequalities‏ 


حل متباينة طرفاها يتبعان متغيرًا واحدا × هو إيجاد جميع قيم × المحققة للمتباينة. 


از ۷۸ ۲ ۲( 
حل المتباينة: 1-2<+2 +2 


الححل 

۱ نضرب طرف المتباينة بالعدد 3 » فنجد: 
د - 3 > ع6 + ۲ 

نضيف ×3 للطرفين فنجد: 


+ رم‎ + 3X >= 3 


(لاحظ أن هذا یکافی نقل حد من طرف إلى طرف آخر مع تغيير |شارة ذلك الحد) 


3 
ومله: مم1 ا 
ك 0 3 
قمجمو عة | و تست 
له ۱ ۳ 


فب :۳۲ 


2۲ از 
3 1 


حل التباینة: 2+ < لب 


اليل 
2+ (4 يزق < 1 -ز کڪ 

12+ 1< 4 +6 ير نم 

3 - يرب حه 3 1- > ۲ 


(ضربنا الطرفين بالعدد السالب 1- مع تغيير جهة التباین) 
فمجموعة احل هي: [13-,0-) 


مب تال (۳, ۲) 
حل المتباينة: 1-< 


1 


2-3 
4 


ال 


نضرب آطراف التباينة بالعدد 4 فنجد: 


التباینات ۳۷ 


4 < 2-3 <4 
نضيف إلى جميع الأطراف العدد 2- فنجد: 


6 <3 <25 وميه: وا و کت 


مثال(٤‏ ,۲) 
حل المتباينة : 1ك 2-3 
سل 
1> 27-3 > 1- ج 1 > 3 - 2۸| 


353-15 2۲ 5 1] + 325 212 415252 


مو عه احل (the solution set)‏ هی :21 :1] 


البارحة 5< اه - رد 
حل الباد ۱ ۱ 


ال 
جك > 32-4 أو 5 <4- 3 جه 5 < له - ×3 


ج[ > 3 آو 9 < 31 


ج > أو ديع 


9 ۱ ۱ 
شمجمه عه الحل هی ؛ 1 IR‏ = ۳ 


مثال(5",؟) 
حل التباينة: 3>- 4۲-2 


ا 
ج 1>3-|2- 47 > 3- ج 3 > |1-|2- |4x‏ 


2>4- | > 2- 
() حل التباینة: 247-2 هو 15 


۲۳۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


لآن القدار |2 -4| موجب أو صفر وفي کلتا الحالتين أكبر من 2-. 
ب) آما حل المتباينة 4 > |2 - ×| فهو يكافئ حل المتباينة : 


4 ع 2 - 4 > بل ج 6 > 4 > 2 


6 2 3 1 
سس بو > کک کے از ب ساس 


وتقاطع الحلين في (آ)» (ب) هو | وهو حل المتباينة المعطاة. 
تفشال ۰,۱۷ ۳) 


حل التباینة: 2 < 1 - | 


العلل 
ج2- >1 - || أو 2 <1- لد ج 2 < 1 - لد 
1- > ادا أو 3 < إدا 
(أ) حل المتباينة 1- > |د| هو © لأن الطرف الأيسر هو |:| وهو موجب 
أو ضفر ولا يمكن أن يكون آقل أو يساوي 1- . 
(ب) أما حل المتباينة 3 < لد| فهو: (3,3-)-- :11 
وعلى الطالب برهان ذلك. 
وبأخذ اتحاد الحلين في (أ)» (ب) نجد: (3,3-)- 1۴ وهو حل التباينة المعطاة. 


مئال (۲,۸) 
حل التباینات التالية: 
0 1- > ۲-1 ۳ 1- < ۲-1 
۲ 1- > |[ - دا 6 0 > 1 - | 
ال 


فنا اه 


التباینات ۳۹ 


۲) مجموعة حلها © للسبب نفسه. 
۳) مجموعة حلها 18 لأن الطرف الایسر مقدار موجب أو يساوي الصفر وفي کلتا الحالتين 


5) جموعة حلها (1) لأن الطرف الأيسر موجب أو صقر ولا يمكن للمقدار الوجب أن 
یکون أقل من الصفر ولکن یمکن أن یساوی الطرف الأيسر ضفرا عند 1 - + وعندها 
کنا سرا ] 


ملحوظة 


ax * +bx +c اشارة المقدار:‎ 


(عندما يأخذ التغیر × جميع القیم الحقيقية) هي دومًا مثل إشارة ۵ (باستثناء مواضع امحذور 
فالقدار يساوي صفرا) الا ما بين الحذرين (0005) إن وجدا فالاشارة هی عکس إشارة ۵. 


بای O‏ ۲۲ 
حل التباینة: 0 < 6+ +×13- *×6 


ال 

للتحلیل: نضرب طرق التباينة بالعدد 6 فنجد: 
(6x) - 13)6( + 36 > 0‏ 

(نفتش عن عددین حاصل ضر پا 36 ومجموعههما 13- فنجد: 
(و)(4-) --36 والتحلیل هو من الشكل : 
(6x-9)(6x-4) <0‏ 

جدرا القدار من الدرجة الثانية (ععرعء0 960000): شما: 

1 


حو جع واشارته هى: 


۳۵ | درا 


3 
2 


۰ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
7 5 23 

IR —— |" السا‎ 

وجموعة حل التباينة هي:(22) 


تال ۲۰۱۰ 
حل التباینة: 0 >1 +3 + ره 


اج 
المیز يساوي: 0> 7-=9-16 وإشارة المقدار هي من إشارة معامل ”× أي آنا موجبة 
دومًا. فحل المتباينة هو 2. 


مثال(١١,5)‏ 
حل البتباینة: 127+9<0- ”ب4 


ا 
المميز يساوي : 0 = )144-449 والقدار مربع تام . ادن: 


0< 2-3(2).. واشارة القدار فى الطرف الأيس موجية الا عند دم فيقبل جرا 


۳۳ a ا‎ i 
R2 مضاعفا واخل هو:‎ 


ال ۹7 
حل المتباينة: ا 2 ¢1 #—-l1X‏ بر 
۱ +1 ا 
لنتقل القدار في الطرف الایمن إلى الایس فنجد: 
ل 2 
د +1 ۲ -] 


لا < 
وبته حید القامات فان: 


0 (× 1/1( +21 5 2 + ير + شير 
x1 + × ( )1- ۳1+ ×(‏ - 1( 


وبملاحظة أن نميز كثيرة الحدود ف البسط هو : 0> 7--۰1-8 فان إشارة كثيرة الحدود هی 
موجبة دومًا (من إشارة معامل ”×). 


التباینات ۱ 
ولايد أن یکون: 0< (<+0)(:-1) 


امحذران للطرف الأيسر هما: 1 ,1- وما بين الجذرين الاشارة عکس اشارة معامل 
آنها موجبة. فاحل هو: (1,1-) . 


أ 


سر 


اك (۱۳ ,۲) 
حل التباينة: (6+ 1067-5 تا ری م لمعو x‏ 


x +4 
ا لحل‎ 
بالتحلیل نجد:‎ )۱ 
5 ) ۲ -1() +1(/ 2 ۷۲ 3( 5 
(x + 4( 
1l—-1,2,3,-4 : (the numerator and dominator) جذور السط والمقام‎ 


0 (:3) ل 


وهي جد‌ور بسيطة . 


الحل هي: 


( ع3 [1,2]إن 11١‏ بلك) 


۲) طريقة أخرى (طريقة الجدول) 
ننشی الحدول التالي: حيث وضعنا في السطر الأول جذور البسط والمقام التي حددت 
ست فترات على خط الأعداد. ثم ندرس الاشارة الخاصة بكل مقدار ونضرب بعدها 
الإشارات الخاصة بكل فترة ونضعها في السطر الأخير. 


مجموعة ال هی: (1,2[]3,0]ن [4-1) 


منال (۲,۱) 
ا 3 
حل التباينة: ےا رار سيوع 


) + 1) 


اشارة (] 


جموعة احل: !1-1 -[3,)0-] 
(و ضعنا القدار دج بر على الشکل ([1 + ) 


المباينات و 


الطريقة المباشرة: 
o0‏ چا ۱ : 
هس 
التباینةه تکتب عل الشکل : 


_ x + +3) 


(x +1) 


20 


والقدار ”×+1 موجب دوما آما القدار *(1+) فهو موجب الا عند 1-=× فيساوي 
الصفر والعدد 1 =7 لعمى من حال الدالة. فالا شارة هی من إشارة کثرة الحدود (3 +11 وهی 
سالية ما بين الحذرين (,3- موجبة خارج الحذرين فمجموعة ال هی الحددة سابقا. 


مال (۱۵ , ۲) 
حل المتباينة : a‏ ان 


دح ] 


سل 
ننقل الحد من الطرف الایمن إلى الأيسر» نجد: 


Xx 


- 1 < 0 
[- 7 


جذور البسط والقام: 1+ . وهي تحذد ثلاث فترات على خط الأعذاد والاشارات تتناوب 
بسبب کون الحذور بسيطة. 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
لاحظ أن: 2(>0)/ وآن 1 جذر للمقام فمجموعة الحل هي: H.D‏ 


)؟.١"5(لاثم‎ 


حل المتباينة : يي 


1خ ,1ج بر 
lx 1+‏ 


تفل 
لننقل المقدار في ال جانب الأيمن إلى الجانب الأيسر» فنجد: 
3 2 


سا ز بسع رم 
5٩1 -1 0 AFR 0‏ 


21 1-0 


حذور الط والقام: 1 +1 - وهی لد أربع قتر ات على خط الأعداد. والا شارات 
تتناوب بسبب کون اخذور بسيطة. 


1 
5 
لحل آن 0 > f(2)‏ وأن الحذور حميعها سسنج تخر . 


مثئال (۱۷ ,۲) 
حل التباینة: 1+ > 27-1 


التباینات ۵ 4 
ال 
با آن القدارین في الطرفین الأيمن والایسر غير سالبین فیمکن أن نربع طرفي المتباينة» فنجد: 
“عو 2 *(2-1) چه 0 > *(1+ءر)- 2[ ديرم 


( + م)(-) - و - و + فان التباينة تكتب عل الشکل: 


S0‏ [(1+ :2+ (1([])22-1+ع)- (1-ع2)] 
أو: 0 > («۲-2()3) 


وإشارة المقدار في الطرف الأيسر هى: 


فمجموعة احل هي: [2 ,0] 


)١518(لاقم‎ 


o 
حل المتباينة: < 6 عو«‎ 


| SEE سس‎ 


ال 
حسب خواص القيمة | لطلقة لقسمة مقدارین فان: 


3 
[ ے اس 
27 


) 9 ملك : 


72-:| > |1-«3] مع ملاحظة أن 2+ × 


وبتربیع الطرفين» نجد: 
0 6-22 = 2-1 عوير 
آو : 0-20 + (1- 037 ][(00-2- (1- 20103 × سم 


0 > (1()4-3 +2:)2 + × وإشارة المقدار هی : 


5 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۱ 
| 
نتا | ند 


ومجموعة الحل هي: 13 ولا تحوي العدد 2 وإلا استثنيناه من الحل . 


مثال(9١,5)‏ 
حل المتباينة: 1+ ×2 > لد 


الل 

في هذه الحالة لا يمكن أن نربع الطرفين لأن القدار في الطرف الأيمن قد يكون موجبًا وقد 
يكون سالبّاء لذا نلجأ إلى تعريف القيمة المطلقة. 
)١‏ إذا کان: 0<ع +فإن + > إم|. وبالتالي تکتب التباينة على الشكل: 
2+1 > ند تر > 1- والمقبول من هذا الحل هو الموافق للشغرط 
0 < × ء إذن مجموعة الحل الموافق: (*,0] 
۲) إذا كان: 0> × » فإن + > |د| . وبالتالى تكتب المتباينة على الشکل : 
2+1 > بح 3 > 1ح بر > والمقبول هو الموافق للشرط 
0 > إذن مجموعة الحل الموافق: 

3 


7 1 
و 
مثال(١7؟,؟)‏ 


أثبت أنه إذ كان: 2 > [3-ع| » فإن: 17> 8- 2ه 


المتباينات ۷ 


2 >3- اجه 2 > 3-ير > 2 جه 5 > ع >1حه 
5 > × >1 -ه 417 8 ×> بحم 


2-87 > 7- > 17ح 17 > 8ه ته 


قا 7 
3= 


إذا كان 4 > إدا فأثبت آن: 7> 
1+ * 


ا لحل 
3-|_ 3« 
4+37 > 3+ > 1>1 4 
1 1+ ۲ 


3 سس ز 


2 
[ + دير 


۸ 


حل المتباينات التالية: 
(١‏ + < 2+2 

+22 (f 
,-[>2 ۰ 
|: -1| > -1 (¥ 


|27 -3 


8 1-< 37-5 
۱ 06 < (2-)(1-:) 
۲ له ات کنر 

gel -1< 0 ۵ 


۱۷( ةف 

| -1 
0 > |2x-3 <1 1۹ 
| - ل3‎ > | - 4 (۲١ 
5-4 


۳ 1+ 
x* -16<0 ۵ 


حل المعادلات التالية: 
(TY‏ 2= 1 - ۳ 


۳ 
۸ + + ++ ۹ 


تطبيقات في حساب التفاضل والتکامل 


ناریسن (:(۲) 


3 0 لطت 


تی 


|- 2: <5 (¢ 
| -3<1 )5 
27-3 >0 ۸ 
4x-2 < 0 ۰ 
x -6:+8< 0 (11 

x -8>0 ) 6 

5 0 > تحير 


(A‏ 223-1-ع5 ه12 


1 > | 2> 2 (۳۲ + 
|27 - 5| < 3-2 ) ۲ 


e‏ لتحا 


24+ 2 


x(x-1)(x-2) < 0 (T٦ 


(TA‏ 220 برد 
x 4‏ 
1 9 - دك 
(TY‏ 2+4 < (2- | 
1(7( 
"(1 + ر) 
۳ وي سین 


<0 (¢ 


۸) 3 = 2 - :| 
۶۰( 2-1 = ا 


5١‏ كان *0< ”۾ حيث 618 طبه ؛ فان إحدى الاجابات التالية محققة: 


انتباینات ۹ 


)ا( 6< 6 ۰ (ب) ESB‏ (ج) (aJ) «a=b‏ ۵ < | 
اختر ناز المرسميسة مبرژا (جاننك. 
۲) حدد الشروط على العددین 5 » في كل حالة فیما یل لیکون التقریر صحیحا: 
a < 0۶ a>b (Î)‏ 
(ب) < و a <b*‏ 
1[ 1 
(ج) ا ا 
۳) آثبت أنه اذا کان: 
() 2>1-. _ فإن: 5 >له- تم 


1 2 
ده "2 


(ب) 4 > 27-1 ٠فإن:‏ 6 > زر 


5 ) حدد التقریر الصائب فيا یل : 


جر 1 1 
([) - ج - Egg‏ 
ل 3 


د 2 
(ج) دا ۳ ا = لا + |x‏ 


(د) ر > جه ۶( > 2× 


( ,ند عددان حقيقيان) 


3۰ حل العادلات التالية: 
)1( 1 2ب زا 
(ب) 4> ۱ ج 


(ج) 16= 5+6- ۸ 


رهم (شاست 


الدوال الحقيقية 
THE REAL FUNCTIONS‏ 


(۱ ,۳) الدالة الحقيقية 


تعریف (۱ ,۳) 


الدالة الحقيقية علاقة من مجموعة 11804 > 4) إلى مجموعة 18(8 > 8) بحیث پرتبط کل 


عنصر من ۸ بعنصر وحید من 8. نسمي ۸ محال الدالة أو جموعة تعریفها كا سمي 5 مجافا 


القابل. 


الحال المقابل المجال (مجموعة التعریف) 


Domain Codomain 


شکل (۳,۱). 


نعبر عن الدالة/بالشکل: 8ج ۸: ل 
ونعیر عن قاعدة (عا) الدالة بالعادلة: (د)/ ر 


ده 


o‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


نسمى صورة العنصر 2 وهی (1)8 بقيمة الدالة ۴ (] 0۶ عدااة؟ ع115) عند 2. 
نسمی مجموعة صور الحال بمدی ] (1 1ه عومة1) ففی الشکل ۱ ۲) مدص الدالة هو : (7 ,4) > 
وجاها هو: (5 ,3 ٠)2,‏ آما مجاها القابل فهو: 


.)4, 6, 7( 


تعریف ( ۲ و۳) 

| نقول :إن الدالة/دالة متباينة 

(آو آحادیة) إذا تحقق لكل ود 
من تحال الدالة: 


دالة متباينة 


One to One function 1 (رند) | ج وندغ‎ f) ( 


شکل ۲ 


۱ مدع تدت (جد) ‏ = (ند) ل 


تعریف (۳ و۳) 

| الدالة الشاملة (الغامرة): هی التی يرتبط کل 
اض ر فخ ع انا لمقابل ھر واد على 
الأقل من المجال. 


Onto function 


شكل (۳,۳). 


تعريف (4 و۳) 
دالة التقابل هى الدالة المتباينة والشاملة بان 


و احد. 


وهنا يرتبط كل عنصر من المجال المقابل بعنصر Bijective function‏ 
وحيد من المجال. کل #0 


تقبل دالة التقابل دالة عكسية ۶۱ جا هما 8 ومجالها القسابل ۸ نحصل علیها من الشکل (4 , ۳) 
بقلب جهة الأسهی فمثلا: 
20 لمر 1 2- لم 3 1-= F0‏ 


جشال(۱ ۱۳ 
آوجد مجال كل من الدوال العرفة كا يلي: 
f(x)= 2 ۱‏ 


4 
5 باب 
)= 


IS 


5-8 
f0 1+ (۳ 


۳ 


„(polynomial function) حال ] هو 18 لأا کشرة حدود‎ ) ١ 

۲) مجال ۲ هو [2,2-)- 1۸ » لآن جال أي کسر بسطه ومقامه كثيرة حدود هو: 18 مستثنی منه 
آصفار المقام» وهنا آصفار القام: 2,2- . 

۳) ال ۴ هو :11 ۰ لآن القدار تحت إشارة الجذر مميزه يساوي 4- فاشارته من إشارة معامل 2+ 
فهو مو جنا دو ما (یظهر لیا مباشرة أن القدار پر + | مو حجنا وأصغر قيمة له هي 
الوحدة). 

4 ) الدالة ۴ معرفة من أجل قيم × غير السالبة أي المحققة للشرط: 

0+ مرو - 
تکتب التباينة على الشکل: 0 < (1 +-)(3+:2ب) 
وإشارة القدار في الطرف الأيسر: 


فمجموعة الحل هي: ۳ 


:0 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


| ملحوظة: إذا لم نذكر مجال الدالة ۴ فمجاها هو مجموعة كل الأعداد الحقيقية × التي من أجلها 


15 )م . 


مسفال (۳,۲) 
آوجد مجال ي علا بأن: 


۱( ا = 
¥ + [ 


)( ال‎ + E 


ل 
)١‏ جال الدالة هو مجموعة قيم × المحققة للشر ط: 
0 > ۳ (ما تخت إشارة الحذر لیس سات 
1 


جذرا البسط والمقام: 10- 
واشارة الکسر : 


(لاحظ أن العدد 1 - جذر للمقام ولا يجوز القسمة على الصفر). 
فالجال هو: (1,0-]-۲/-<(00]ن (1-,مه) 
۲) الجال هو 18 لآن: 0 < لح 1 < 1+ |۸| 
نعرف فيا يلي جموع دالتین ٤‏ و ع والفرق بینها وحاصل ضرما وفسمتها بالشکل التالي: 
EGIT EEE) (‏ يدرب 
)ب( () و( 02 [< ( ۵( ع. 7) h(x)=‏ 


)چ( 1 (مرل - رو 0«( ع) 
( )2 


آصفار القام. 


الدوال الحقيقية و ۵ 


مال( 
أوجد ال ط إذا علمت آن: 


hı) ۷4-7 +|x| )١ 


x +‏ 
۲ ح ٩/1‏ 
دنا 
2 دل 
۶ عر [لوعرمزوح hO)‏ 


(۲ 


A(X) = 


h(x) = (۳ 


فل 
)١‏ مجال الدالة ر حيث: إء|=(») هو 1۴ء وال الدالة ع حيث: **-۷4-<()8 هو 
مجموعة العناصر × المحققة للشرط: 0< *+-4 
وإشارة هذا المقدار هي: - 4 
فا لمجال هو: [2 ,2-] 
فمجال الدالة 9 هو:مال ۶ محال ع = [2 ,2-] 


7 ال الدالسه حمق دوع زرا هو ۸[» ويشترط لكي تكون 85 
معرفة أن یکون القدار تحت |شارة الجذر في القام محققا للشرط 0 < + - 1 > + < 1 (استثنینا 
التساوي لوقوع القدار في القام) فالجال لدالة المقام ع و (1,-). ويكون جال ۸ 
هو. 

)0,1( م1 (o1)‏ 
۳) مجال الدالة /حیث: |1-+| - ()/ هو 18 ويشترط في المقام أن يكون: 


0 م 


)-x +1) +2( <0 ثدح‎ - +2 <0 


(استثنینا آصفار القام). وإشارة هذا القدار: 


25 تطسقات في حساب التفاضل والتکامل 
فالحال لدالة المقام بم هو : (1 ,2-) وال 1 هو : 


(21 ) < (۵,1-)۱ ۲ 
5) مجال الدالة [ حیث: «هذة = (10 هو 18 وال الدالة م» حیث: ۷1-۶ ()8 يتحدد 


من الشرط 0< *:-1. واشارة هذا القدار: 


فمجال 4 هو [1 ,1-] وال ۸ هو: 


IR لاباحا-‎ 


(۲ ,۳) الدوال الزوجية والفردية والدورية 
The Even, Odd and Periodic functions‏ 


تعريف (۵ ۳) 


تقول ان الدالة/دالة زوجية على اها 1 إذا تحققت الخاصية التالية: 
#)ثر - ()۶ لكل 17+ 


هذا يعنى أنه إذا كانت 7 فان 27+-. 
فمثلا: الدالة ده دالة زوحة لأن: چون = قب)ومه 
و یضا الدالة “رحيث: 1 ید و = (1)/ دالة زوحية ذن: )م = ودر لكل IR‏ 2 ع . 


تعریف (5 و ۳) 
تقول إن الدالة/دالة فردية على مجالها 1 وذلك إذا تحققت الخاصية التالية: 


() وح (-)/ لكل 1ع x‏ 


هذا يعنى أنه إذا كانت 27 ۰۲ فان © - . 
فمثلا: الدالة هذ و «ها دالتان فرديتان» لأن: 


tan(—x) = 21۷ ¢ sin) = و‎ ۲ 


الدوال الحقيقية 5۷ 


لاحظ آن الدالة/حیث: 2 +-1- 00ر ليست زوجية ولا فردية. 


تعریف (۳,۷) 
تقول إن الدالة/دالة دورية على مجاضا 1 ادا حمق لكل ۰1 × الساواة التالية: 


82 = ره + x‏ رد عدد ثابت). 


واذا كانه أصغر عدد موجب شحقق الساواة فاننا نسمیه عادة بدور الدالة. 


فمثلا؛ الدالة مزه د دالة دورية لآن: 
(مطزو ع (27 + تاه ودور هذه الدالة هو 27. 
بالمثل الدالة: هم = ردالة دورية ودورها هو لأن: 


tan(x + رع‎ = tanx 
التناظر في المستوي (التماثل)‎ )۳,۳( 


تعريف (۳۸) 
نسمي مجموعة كل الأزواج المرتبة (1,) من الأعداد الحقيقية والمحققة لقاعدة الدالة 6 
العرفة بالعادلة: 


<< ۰ بمنحنی الدالة ۲ 
وإذا مثلنا النقاط («,) في الستوي فنسمی مجموعة النقاط الناتجة بالمنحنى البیانی للدالة | 
(بيان الدالة/). 


فمثلاً: النحني البياني للدالة/ي حیث: 3 + ×2 = « هو مستقیم. وبیان العلاقة العرفة بالعادلة 
بت و هی دائرة مرکزها نقطة الأصل وطول نصف قطرها الواحد. 


نعلم أن نظير النقطة (1,) بالنسبة لحور السینات هي النقطة (3-,). 


oA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


فالمنحني الذي معادلته 1 = “لر + “× متناظر بالنسبة لحور السيناته لأنه إذا كانت 
النقطة (9,*) تحقق معادلة المنحنى» فان النقطة (-) تحقق معادلة المنحنى أيضا. 

وأيضا نظير النقطة («») بالنسبة ۱ 
لحور الصادات هی النقطة 
عع فالنحنی الذ ی دنه ۳ رل و يعس تمتا ازع عم 
مقناظر بالشبة لمحور الصاداث لانه إذا 
كانت النقطة (1,*) تحقق معادلة النحني ۱ 0 
فان النقطة (ر,×-) مقق معادلة النحني 


غ تم 


أيضا. 


(بوت ,ع) 


.)۳ , ٩( شكل‎ 


كت 


وهذا حال آي دالة زوجية فكل دالة زوجية بیانها متناظر (5:6010) بالنسبة لحور 
الصادات. 
وكذلك نظير النقطة (ر,×) بالنسبة لنقطة 
الأصل هی النقطة («-,-) 
تدع الدالة التي معادلتها 
×«اء = ر متناظر بالنسبة لنقطة الأصل 0. 
لانه إذا كانت النقطة (۱,) تحقق معادلة 
النحنی» فان النقطة (ر-,×-) مق معادلة 
النحني لآن: 


),1۷( 


سور )| 


شکل ( ۳ 


SNC)‏ ع ۷ج 81117 = بود جك 31۳7 د از 


وهذا حال أي دالة فردية. فكل دالة فردية بیانها متناظر بالنسبة لنقطة الأصل. من جهة 
آخری: نظير النقطة («,») بالنسبة لمنصف الربع الأول هی النقطة (×رر). 


الدوال الحقيقية ۹د 


فمنحنی العلاقة المعرفة بالعادلة: [- + ب متناظر بالئسبة لمنتصف الربع الآول» لآنه ادا 
كانت النقطة (۷,) حقق معادلة ال لح » فان النقطة (۷۰) حقق معادلة ا للحت أن : 


3 3 3 3 
1 - وا + نل 


٤(‏ , ۳) انسحاب منحنى باتجاه أحد المحورين الإحداثيين 


لا حظ أن المنحني الذي معادلته: تردن ۷ 
0 + 4 = ۲ يئشأ من النحنی الذي 
معادلته: («)1 = لز بانسحاب باتجاه الحور 
ر مقداره 9 وحدة» نحو الأعلى إذا كان 0 < h‏ 
0 ونحو الأسفل إذا كان 210 اط ۶ 0 
0 > ۱ ع .يها 
شكل (۷, ۳). 


وأيضا النحنی الذي معادلته: ط+(و)ع = × ینشاً من النحنی الذی معادلته: 
x = 8)9(‏ بانسحات (Translation)‏ باتجاه الحور × مقداره ط و حدة نحو الیمن ادا كان 0خط 
ولحو السار إذا كان 10 . 


x=g(y) E 


شکل (۳,۸). 


و > تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(۳,۵) رسم بعض أنواع الدوال 
تحال رکو 
x= 8‏ ۲( *«- دير ۳( کر 
#) و « ۵( اا (٦‏ ۲-1 ۲ 


ال 


)١‏ 7 =× هو قطع مکافی متناظر بالنسبة للمحور × رأسه نقطة الأصل وفتحته نحو 
الایمن؛ شکل ,٩(‏ ۱()۳). 


ا( 


.)۳,٩( شكل‎ 


6 7 سح :5 هو قطم مكافوع ات من المنحني الذي معادلته: رک 55 
بالتعور پهن عن > باه دار - فهو ره نظيه بال لنسبء للمحور ۷ شكل ٩(‏ ,۳) (). 


التغیرین ۰ 7 فالنحنیان متناظران بالنسبة لنصف الربع الاول» شکل ٩(‏ , ۳) (ب). 


5) آما النحنی الذي معادلته 2 - بر فهو نظير النحنی الذي معادلته ×= ر بالنسبة 
للمیحور «» شکل (۹ :۳) (ب). 


<< 


۲۷2-۱ 


شکل (۳,۱۰): 


( ار 


- ۷,۷ > 0 


هو عبارة عن نصفی مستقیمین متعامدین یتقاطعان عند 0 نقطة الأصل ومتناظران بالنسبة 
للمحور ۰۷ شکل (۱۰ و ۳). 


۲ آما المنحني الذي معادلته 1- اح ر فينشاً من المنحني الذي معادلته | »|= بر 
ا اب داره وحدة واحدة وباتهاه الحور ‏ وإلى اليمين» شکل (۱۰ , ۳). 


0 5# ضل لتکا سا 
ابا 


3 ال (۵ ,۳) 8 539 ۱ ۳ 
لنحنیات المعرفة به ۳ 
؟) « - 7۶ 546 

۱ 1 

(x +1( (° e 

( 


الكل 


9 
لسئات 
لنحنی الل تة ويمس ور الس 
لنقطة | 
1 3 1 
لته "عبر متناظر با ۱ 
۱ مراد[ > 
: ئی الدی 
ا شکل (۳,۱۱). 
نقطة | 3 


فک ا 


اص 
8 و # 
لته وکل الس 
معاد 
لنحنى الذى لنسبة 
٤ ۱ | ۰‏ 
لته ددع هو نظبر 
۱ معاد ل ۱ 
لنحنى الذي 
شكل ,١١(‏ 


الدؤال ا حقيقية عدت 


*) المنحني الذي معادلته ءل =« هو النصف الأعلى للقطع المكافئ الذي معادلته ”ر = × 
ويوافق 0< برء شكل (۱۲ , ۳). 

4) المنحني الذي معادلته ×=« هو النصف الأسفل للقطع المكافئ الذي معادلته 
ر =× ويوافق 0 > رء شكل (۱۲ ,۳). 


y2=)x+1( 


y= x 


شکل (۳,۱۲). 


۵) النحنی الذي مع‌ادلته (1+ ك تريش أ من النحنی الذي معادلته جرت * « 
بانسحاب مقداره وحدة واحدة وباتجاه الحور × وإلى الیسار» شکل (۱۲ , ۳). 

(٦‏ المدحني الذي معادلته × = *(1-«) شا من المنحني الذي معادلته << ر بانسحات 
مقداره وحدة واحدة وباتجاه الحور 7 وال الأأعل ویمکن رسمه بسهو لة. 


مشال (۰" ,۳) 
آوجد جال ومدی کل من الدالتین العرفتین كا یل : 


ع > تطبیقات فى حساب التفاضل والتکامل 


2, > [ 
-1, > 0 ١ 
| (۲ ا‎ (١ 
>0 


4+ 3 < 2 


ا 


1 = (۲ 


[ب 


المجال: (0)-+1] 


المد ی : [00,2-) المدی : (مه,0)ن(1- ] 


شكل ا 


(5, ") الدوال العكسية 
The Inverse Functions‏ 


مئال(۳,۷) 
ات أن الدالة ي حیث: 2+4 - ()/ دالة متباينة ثم آوجد الدالة العكوية 1 (باعتیار 
أن الجال القابل للدالة ۴ هو مداها). ارسم النحني البياني للدالة ۴ وللدالة العكسية ها ماذا 
تلاحظ ؟ 
۱ 
4 + و2 = f(x) = 2x +4, f (x9)‏ 


و ح | هت 2 ححا 2 بح لك + و2 حك دب 2 


ال دوال 1ة ٦۵‏ 


فالدالة متباينة وباعتبار أن مجاها القابل هو مداها فهی شاملة. 

لاجاد الدالة العکسية للدالة ۶» حيث: 4+ ×2 = ر 

آ) نبادل بين موضعي المتغيرين × و ر في العادلة 4 +22 = ل فتصیح: 
2+4 حير 


4 م 


ب) نحسب ل بدلالة × فنجد: د )1م دوج 4-مر- 20 


مر اللاحظ أن جال ۶ هو 1 ومداها (مجال الدالة العکسية ! )هرغ اشنا 


ر ۷2 


شکل (۳,۱۶). 


والمنحنى البياني للدالة ايو هو مستقیم آیضا. وبا أن آحدهما ينتج من الآخر بالبادلة بين ۰ ۲. 
فان النحنی البياني للدالة '-/ ينتج من النحنی البياني للدالة ۴ وذلك بأخذ نظير النحنی الذي 
معادلته ()/ = ر بالنسة لمنصف الربع الأول. 


11 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
مسئال (۳,۸) 

بين أن الدوال العرفة بمعادلاعها التالية متباينة ثم أوجد الدالة العكسية لكل منها (الجال 
القابل لكل منها هو الدی): 


(xe IR تبر ع بو(‎ (۳ 1 (١ 
]- x 
1 2 
y=4+(x—-1)3 (£ با وج از‎ (۳ 
Xx 
ا‎ 
لاد ؛ اك ( ویر اد‎ )۱ 
بسح 2 رت [ (جتد) ز. ند -1 ربا‎ ( 
11 13 
يه 2 سسسسست‎ A TAA =X — A ج‎ 1 < 5 
1 وب‎ 1-5 
فالدالة متباینه.‎ 
: الدالة العكسية‎ 
لنبادل بين المتغيرين 2 قاعدة الدالة» فنحصل على المعادلة:‎ 4 
¥ 
2: سس‎ 
1-y 


ب) نحل العادلة للحصول غل ۷ بدلالة المتغير ×: 


1 


)عاج حر دوج عير ی کر چ و کڪ 


1-37 


ومنه: =(" =« وهذه هي قاعدة الدالة العكسية. 


لاحظ أن جال الدالة ۶ هو [1)-۸ وأن مداها (محال ۲ ) هو (1-)-] 


۲) التباین: *(ود) - (زي)ر, “() =( ر 
و هنه . و = 1 ج و( = ين 
لحن IR‏ ع 1۲,1 فهم| من إشارة و احدةقه لذا سشعد الا شارة السالبة. 


إذن: دع ند فالدالة متباينة. 


الدالة العكسية : 

أ) تبادل بين المتغيرين: ر = × 

(ب) نحسب ۷ بدلالة ×: عد = ر 

فالقبول :دل - () ۶ - « (لأن مجال الدالة ۴ أصبح الا مقابلاً للدالة ۶۳۱ ). 
لاحظ أن مدی ۲ وهو (,0) یصبح مالا للدالة ۱ ۶0(۶ «) . 

۳ العاف 


2 2 2 


= جع 
(ضق) 7 


= 5+ 
(i م‎ 


+5 هج زود) / = (۱) 1 


3 ۱ 3 
25 - ا جح ( )= )ج 


الذالة العكسية: 


أ) نبادل بين المتغيرين» فنجد: 


2 
تيت ص 
1 
(ب) نحسب 9 بدلالة ×: 
ER E ۰‏ هاي سب 
8-5 ۳ ۱ 


۱ 
تج 0 ص 
ومنه: 3( کے د وی کر 
1-5 


لاحظ أن جال ۶ هو (0)-18 وأن مدى ۴ (مجال )هو (5]-18. 


4 التباین: ج قو- و و 1( ج رو + در ۳ 
وك ووه [إح ووا ابتكعيبه الطرفين). 
الدالة العكسية : 
أ) نبادل بين المتغيرين فنجد: 
1 


3 بر) +4 دعر 
(ب) نحل المعادلة باجاد ر بدلالة ۶ : 


۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
1 1 

امود (4-) جه ۱(3 )4ج 1(3- نع 

ومنه: 4(7-) +1 () کر 


لاحظ أن ال الدالة ۶ هو 1۸ وأن مداها هو 18 یضا. 


منال )۳,٩(‏ 
بين في إذا كانت الدالتان العرفتان بالعادلتین التالیتین تقبلان دالتین عکسیتین أ م لا؟ 
۱ 8- 22 < بر Û‏ 1ج 18۳ بكر سيق “برد ()۳ 


ا 
)١‏ الدالة غير متباينة لأن: 
8- *(ي2)2 -8- ”))2 ج (يد)ر/ = f(x)‏ 
CE‏ - 
إذق لیس ها دالة عکسية. 
7 ليست شاملة لأن مدی الدالة ۴ هو (,0)» وهو مجموعة جزئية فعلية من 18. فأاي عدد سالب 
لیس صورة لأي عنصر من مجال الدالة. إذن لیس للدالة ۴ دالة عکسیة. 


The Composite Function 


B 


g(y) = g((X)) 


شكل (۱۵ , ۳). 


الدوال الحقيقية 4 


لتکن : و تون نز 
4D‏ .): و 
نعرف دالة التركيب: “رهج = م بالشکل: 


(g of و - ( هداز‎ (f ((عد)‎ 


جال دالة التركيب هو مجموعة العناصر × حيث: 
(حال ۲): و (مجال ع)ء (10 

من التعريف نجد: 

(۱) 


مثال )"*.٠١(‏ 
آوجد غال حت که چ < ۸ .إذاكان: 
)١‏ 7+ 5+ 2ع() رء 1+ g(x)=x° +x‏ 
۲ 1- رل (:) ۶ N‏ 
© =( ۶ 1+ + * جل - () و 

ص این 
6 *«-۹/1| | (ع) ‏ . الكككتاكة تن 

(x °° +(x ° +4 

الق 
لاحظ أن مجال عءهو 1۴ في جميع الخالات:إذن جال اهو مجال ۴ ويساوي: 
)١‏ 1 لآن مجال كثيرة الحدود هو 18 
۲ زمه.1] وهو حل المتباينة: 0 <1- × 
۳ 11)- 1۸ (لاحظ أن میز القدار 1+ «+*دهو 3- فإشارته موجبة دوما). 
111)5-] وهو مجموعة حل التباينة 0< 1-2 (الإشارة مابین الحذرين عکس إشارة معامل  "‏ ). 


(۲) إذا کان جال 9 هو : {a,b}‏ تن مارا , فان حال مره و - ۰1 هو تال ۶ مستثنی منه حلول 
العادلتن: <() ۰ »- زع) f‏ 


ال( Û a‏ 
آو جد محال 9 خیث: h=gof‏ »ادا كاث: 


Ya‏ تطسقات ف حسابت التفاضل والتکامل 


0 رمم ۰ حت<-() و 
5 1-2 
9 1 
ات دروم ۰ ددريو 
4 3 
xx - 6(‏ 1 


ال 


۱) ال 8»هو : 2 ۲ وعال ¢ هو: 1-111 
لنحل العادلة: 2 <(۲) .فنجد: 2 = 


إذا كان جال « هو : اا 
2 


1 3 
حم 1 زر د د جم د لا 


بت از 


۲) مجال عءهو: ۲-10۱ ومجال 1 هو محموعة حل التباينة: 
فرع احاى وقواى. مب ت #0 × ويساوي [0,1) 
55 
لنحل المعادلة: 0=( م» فنجد: 1= ند إذن مجال «۰ هو : (0,1) . 


۳ جال ع.هو: (10,6- 7# . لنحل المعادلتين: 0<() »6 -(*) f‏ فنجد: 5= ×,0= × ومجال 
ا هو: (10,5- 7۸ (لاحظ أن مجال ۴ هو 11). 


(۳) إذا كان مجال ع هو: (,۵)- ۸[. فان مجال “ره چ = ۸ء هو مجال ۴ مستثنی منه حلول 
المتاينة: ع زير) > ن. 


قال ۷۲۸ :۳) 

آوجد مجال ‏ حیث: ()( كره م ) - ()/ ۰ ذا کان: 
۳ درم 6+ —5x‏ :جلو () ع 
جال 1» هو: (0,1]. وال ع» هو: (2,3)- IR‏ 

نحل التباينة: 2 < ا <3ج و> > 4 مه 


41137 FUR FEN 
.) (ضربنا الطرفين بالقدار *(:-1) مع ملاحظة أن 1=× لیس حلا لما‎ 


ال دوال الحقيقية ۷۱ 


التباینه الیمنی ترد إلى الصورة: 0 > (9- 10)( -1) وحلها: [1.--]- IR‏ 
التباينة الیسری ترد إلى الصورة: 0 > (×-4-5×()1) وحلها: 2 

O ad 57‏ ی 5 9 4 9 4 . 
تقاطع احلین هو: رت ).ادن عاك : و7 ن 0> 05y‏ 
وتقاطع ف .ماب ,2۱۵( 2)-(0:1] 


۷ 


تطیقات ف حساب التفاضل والتکامل 


آوجد مجال کل من الدوال العرفة بمعادلاعها التالية: 


f= شير‎ +7 0۱ 


î 
(= 5 (۳ 


ع 91 
©( 1+ عمزول - ودار 
۷( 4+ شرل - f00‏ 


f0) ۷۱+ 4+4۶ ٩ 


1 
7 


(1١ 


+ زر < (3) از 


٩ 1 - عر‎ 
مت(‎ ۳ 
I yl + x 


f(x) =cscx (10 


f (xX) - +دام‎ (1۷ 
sinx 


۳۹ < (د) [ 


۲ کد 
7ج +[ 


: 


):-1()۷ ۰ +4( 


f(x) - 0927 7‏ 
۸ 8+ + عر لو () 
۰ 10+12- 22+ 0و۶ 


fC) < )+ وا‎ 0 
3 


[ )۲( < ۱۳ -4 + إا + آل‎ (1٤ 
f) =sec3x ) ١5 


f(0 = tan (1۸ 


rel 60 


8 
( ع بر ۲ 


١5, ۰۱۳ ۰۹۰۷ ۰1۰۵۰۳ ۰۲ حدد الدوال الزوجية والفردية المعرفة في الت‌ارین‎ )١ 

۲) حدد دور کل من الدوال المعرفة في التارین ۵ 4۱۷۰۱۵ ۰۱۷ A,‏ 

۳) آو جد دالة مقلشية: دورها 7 ودالة آحری دورها 67. اختر تباین (أحادية) الدوال العر فة 
بمعادلاعها التالية وآو جد الدالة العكسية ان و جدت: 


f0 =2x+4 ) 6 
ول‎ )( == )5 


۸ = وووررة >:) 
+[ 


00 = 2+7 ۰٩ 
و1‎ )( - x < 0 )۲ 


7 ام 
نت سم رن 3۳1 
4 ا fix)‏ 


۵) 44+ تود زومر 
=x + 5+4 )۷‏ () 


۵ 2۷-1 داور 


2x - 4 <1 )" ١‏ = (۲) و 
3 
ا جع[ 
١‏ 1[ +ع 110 


)6 قر مقر 


5" آوجد مدی کل من الدوال العرفة في الت‌ارین من (۲) إلى (۳۵). 


ارسم بیان کل من الدوال العرفة بقواعدها التالية وآوجد جال كل منها ومداه. 


۳۹( از بع 2 ۳ (CTA‏ لا < (a ux‏ 5 
ع (x‏ = 5 
OSE 2-1‏ ات 60> 4] هد 
xX - 1» > |‏ [ < يده نوی 
FEI GRE‏ ۳ اوو چ 
e > Û‏ - 2 و 0 > عف هيا 
()< ينه ۲ 
5 بم =( f‏ 
2-< 27 4-۲۰۰0 وس 
۲ ) في التمارين من (5 7) حتی (۳۵) آوجد: 
(fof) (Î)‏ (ب) ()(ر0د) 
(ج) (عد)( (J sşofg‏ (د) (fıoaf (x)‏ 
(ه) («)(ولص) (و) 2 
آن 
ثم أوجد مجال دوال الترکیب (التحصیل) السابقة. 
(feof J(8) (Î)‏ (ب) (۱)(وزهن) 
)ج( )2() (ffs‏ (د) (fsofs)()‏ 
5 )بين أن الدوال المعرفة بمعادلاتها التالية دوال محدودة: 
=1-3sinx (Î)‏ قم (ب) 46052 +2 -  )(‏ 
ا کک (د) =( 
1+2 + | 


اعت ادا على المحنيات الممثلة بمعادلاتها التالية: 

ار (ب) دعر (ج) دس 

(د) لد - ر (ه) ۷1 ا 
وباستخدام تناظرات أو انسحابات مناسبة ارسم النحنیات المثلة بمعادلاتها التالية: 
(Î) ) ۵‏ < ر (ب) دا ۲ (ج) 2-3 < از 


۲() در (ب) << ۶ (ج) ب = +× 
۷)()) تدر (ب) در < ۲« (ج) 3ب دير 
۸ () 1« (ب) 1+ |= ر (ج) | « 
۹() لد (ب) 1- بل در (ج) 2- :ل در 
۰) أوجد باستخدام التمارين من (۲) إلى :)١(‏ 

0 2 (ب) چ (ج) 0( +5( 


(د) ور (ه) (8)( 5 + /7) (و) (د)(م/ + (f6‏ 
]11 


ثم أوجد جال الدوال المعرفة في الفقرات (أ)» (ب) (د) (و). 
۱) آثبت أن الدوال التالية دوال تقابل ثم آوجد معکوس كل منها: 
() (م«با] ج 0مم) حيث 1+ ×= وار 
(ب) (18-11<- 8-1 حیث = ()] 
الل سينا 
(ج) 7ج 7: حيث 1+ 2-13) - () 


(د) (0,1) ج :۲ خث = fx)‏ 
xX +1‏ 


۲ أي الدوال العرفة كما يلي تقبل دالة عكسية باعتبار جال كل منها 1۸ ومجاها المقابل هو مداها: 
f= +5 ()‏ (ب) إ5 |= () ۳ 


(ج) 1+ +=( f‏ (د) !1 داو 
x2 +9‏ 


(نفسن (مزبع 


النهایات 
LIMITS‏ 
١(‏ , 5 ) نباية دالة 
The Limit of a function‏ 
لتكن ۴ دالة معرفة بقاعدتها: 1+ ×=( ب) م حيث #1 ۲ . 
لنعط للمتغير × قيا قريبة من 1ء فنجد من الحدول التالى: 
x 0.999 0.9999 1.0001 1.001 1.01‏ 
(x)j=x+ 1, 0 : 1 2.001 1‏ 


أن («)1 تأخذ قبا قريبة من العدد 2. 
هن الملا حظ أيضا آنه باستطاعتنا آن تجعل الفرق: 2 - )۴| آصغر من أي تول د مو جنا نختاره 
وذلك باختيار قيم مناسبة للمتغير ×. فمثلا إذا أردنا أن يكون الفرق أقل من 0.001 آي: 
1 > 2 - )| 0.00۱ > [2 -1+ | > 0.001 > |[ - × 
لوجب أن تکون قیم × محققة للمتباينة: 


0999 > x > 1.0014 -0.001> ۲-1 > 01 
x > )0.9991.0017 آی:‎ 


ولو آردنا أن یکون الفرق آقل من عدد موجب : اختياري (صغير بالقدر الذي نرید). لوجب أن 
يكون: 
ع > |2- )راح ع > (1-2+ | جه 
6 > |[- | جع +1> بر > ع -1 
أي: (ع +1,ی -1) ع × وهذه فترة مرکزها (منتصفها) 1 ونصف قطرها © < ۶ واذا أضفنا 
الشرط 1+ × لوجدنا لكل عدد ٤<0‏ » عددا 0< 6۵-۶ بحیث یکون: 


۷۵ 


۷٦‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


x #1x-1|< 6 ع > |2 - )تراج‎ 


او : 


0 > | -1> ۵ ماج‎ )x(-2 >£ 


نقول عندها إن الدالة ؟ تنتهی نحو 2 عندما × تنتهی نحو 1 ونکتب: 
2( هن أو limx+1)=2‏ 
اجب 1 1 
مئال(4,۱) 
آوجد قيمة للعدد 0< ۵ بحيث بتحفق : 


6 > 8- (32-1)| جح ۵ > [3- | ,±3 × حيث 8 عدد موجب معطی. 


سل 
من المکن أن نکتب: 

7 >- | > ع > |3 - »3 = |(3 - )3| = |9 - د3] = [8- 1- 32| 
إذن» باختيار» 8= ج نجد: 


x -3 > ۵ >| 3x -1(-8 > £‏ 
ونه بشکل خاص: 


£ > 8 - (3-1)| ج ۵ > 3 - »3 ع ند 


تعريف 10 4) 
لتکن ؟ دالة معرفة على فترة (۸.0) تحوي ‏ وقد لا تكون معرفة عند » نفسها. نقول إن الدالة ۲ تنتهي | 
نحو العدد 1 عندما ينتهى متغيرها × نحو العدد » ونرمز لذلك بالرمز: با 0) ۴٣1ا‏ إذا وجدنا 


من أجل كل عدد 0<ج» عددا 8<0 بحیث يكون: 
۵ > [1- )| > 8 > [ه - | > 0 
رفي الواقع ۲-۵ > 0 تعنی أن 6 (xX‏ 


النهايات ¥ 


يمكن البرهان على أن ناية الدالة ‏ عندما ءج × إن كانت موجودة فهي وحيدة. 


E ۲‏ 
آثبت باستخدام التعريف آن: 8= (12:)31-1! 
دج 


ال 
حسب التعريف. جب آن نجد من أجل کل عدد 0<ج» عددًا 6<0 بحيث یکون: 
3- | >0 . وبذلك رد الخال إلى المثال الذي سبقه. 


€ > |8 -(1-::3))| ج 6 > 


ب 


== 


5 
و اس 

۳ ( 1 

3 [ 

0 7 ]ملد 

6 0 

5 0 

4 1 

: 0 

/ | 

١ 8 5 


شکل (۱ 4). 


لاحظ أن مجموعة قیم الدالة من أجل قيم × التي تنتمي للفترة التي مرکزها 3 وطول نصف 
قطرها 5 (وهي لا حوي مرکزها) تقع داخل الفترة التي مرکزها 8 وطول نصف قطرها 6. 


نظریة (۱ و؟) 
۱) هاية الدالة الثابتة » عندما 2ج + هی آیضا. 


lim (ax +b) =ac +b ۲‏ (۸,0 ثابتان). 
تبرت از 


الرهان 
۱) لنبرهن أن ع - ۱116 
) لنرهن ل 6 ا 
حسب التعریف يجب أن نجد لكل 0< ۶ عددا 0 < ۵ بحیث یتحقق : 
۶ > إع-ء| > ۵ > | - | > 0 
من اللاحظ أن ع > 0 ج c-c<e‏ 
وهذه التباینه صحيحة مهما كان 5. ادن أي اختیار للعدد 5 نحقق المطلوب. 
۲) إذا فرضنا أن ۰۸-0 نحد: 
م - 1190 وبذلك يتحقق المطلوب 

و ۱ 

إذا كانت 0+ » من التعریف يجب أن نجد لكل عدد 0< » عددًا 8<0 بحیث یکون: 
ع > (+) - 9 +جم| > 5 > 0-0 

لکن : 6 - ده ac— hb - |03: ad‏ - و +0 
وبجعل هذا المقدار أقل من 2 » فإن: 


25 


4 


چ ¢ داج ع > al - cl‏ 


باختبار 0 نعجد: 
4 


ع > (ط+عه)- +b‏ نما جه 6 > 6 x‏ 
ویشکل خاص: 


جع (ط+عة)-مجعه|اج 6 < ۵ - | <0 


النهایات ۷۹ 


نظرية (۲ و ۶) 

بفرض أن الدالتین ع 6 معرفتان على فترة مفتوحة تحوي ٠‏ 

(وربا لا تکونان معرفتین عند ۰ نفسها). اذا كانت النهایتان 1y‏ = )1ا » ماع () 1۳8 
e‏ بح 5 


11۳00 )(+ 6 )۲ (( باح‎ +L» 


ولا ((۲) (0g‏ )نز 


الر‌همان 
سنبرهن فقط على صحة الفقرة الأولى والأخيرة من هذه النظرية: 
۱ ( اجنین أو لا آن؛ 


مرا + را g(x)‏ + () ۱۱۳۲ 
بك حة ۶ 


حسب الفرض: ب1 - () دنا » ماع (2) ۱1۳8 
خښ 1 
هذا یعنی أنه لكل عدد 0< » یو جد عددان موجبان :6,۵ بحيث يكون على التوالى: 
د >إرا-0)/| > 9 > |محج]| > 0 
د > ام0-1)؟ 
وباختيار 6 أصغر العددين 61,67» فان: 
= |( ما + بل) - (تد)ع +())| ج ۵ >01- | > 0 


چ وق > |= |x‏ > 0 


جارل- () | > ا( ما - ض)ع)+ زرط - () )| 
أو أنه يوجد لكل 0< » عدد 0< 5 بحیث یکون: 


& 2 ۱ 
مح سد | مرآ (نز )2 
ام - (1) 4 


ع > |(م1+ =-(L‏ ((د)ع + (د) / )اج 6 > 0-1 
هذا يعنى آن: م1 + 1 = (د)ع + (د) )۱۱9 
7 ار 
۲) لشت أن: باه = (() “رو)هنا (وعدد ثابت) )5,١(‏ 
ار 


حسب الفرض: ب1 =( رصنا 
جر 


بار تطسقات ف حسابت التفاضل والتکامل 


هذا يعنى أنه لكل عدد 0 < م » يوجد عدد 0< 8 بحبث يتحقق : 
عقي و زور ES‏ سف عه 
ا 
lalf(O-L|<e > laf (O0 - >‏ > 
إذن يوجد لكل 0< ٠٤‏ عدد 6<0 بحيث یکون: 


£< ۱ رل - (x)‏ ۵ جح 0 > 0 ندا 0 
وهدا یعنی: 
(x)) = aL‏ ۱۱۳/۵ 
r 1‏ 8 


تحور 1352 02 
تبقى الفقرة الأولى صحيحة من أجل أى عدد محدود من الدوال فمثلا: 
(x) + ۱۱۱۳۸۵ ۲۵۵‏ رصنا = رمام + f(x) + g(x)‏ ۱۱۱۳۵ 
تیه (۲ ,۶) 0 00 0 0 


(celN) "ور حووزز‎ =e" 
يج ير‎ 


الر‌مان 
آذا كانت 1 -2 فان (۲ , )٤‏ صحيحة استنادا للنتيجة (۱ و 5). 
واذا كانت 2 = ١‏ وحسب النظرية السابقة فان العلاقة (۲ , 4) صحيحة لأن: 
cC. C=C‏ = و ۱ lim(x.‏ = 1:9 


000 
E SE‏ ع ج ووم ان 


ويمكن استخدام الاستقراء الرياضي لا باتها من أجل أي عدد صحیح 1 


غباية كشرة حدود (لقتتدمصزاه2). 
بقرضن Ek Î‏ "ره = دام کشرة حدود من الدرجة «(0 ± 60) » فإن: 
(ع)م = lim(p(x)‏ 
)از 
آی أن نہاية كثيرة حدود تساوی قیمتها عندما ع جد بز . 


النهایات ۱ 


البرهان 


ع ۱ 
نعلم ان: "موه = ûg lim x"‏ = "حون lim‏ 
كير 1 


1-1 


limp(a) = age" + سکع‎ a, = (cC) 
ج‎ 


أوجد النهايتين التاليتين: 


lim (x زر‎ +1) (۱ 
يخ ا‎ ١ 


پس یز سا 
۲( خب li‏ 
X7 +1‏ 


سل 
lim ) -x* +1(< 2 -2*+1-8-4+1- 5 ۱‏ 
لج ۶ 


۳ 


+ 21 42 و ل( مول در 


lim 5 5 و‎ SS عت‎ 
بلجي‎ «> [ lim (x +1) 7 +1 50 25 
چ‎ 


نقبل في| يلي بصحة النظرية التالية بدون برهان. 


)٤,۳( نظرية‎ 

إذا كانت شهایه الدالة ۴ مو جو دة عند ما وج فان: 

) م‎ 77۷ ( ۱11۳۱] f (a)]" - lim f (x)]" (1 
ار ج‎ ۳۲ 


۲ )نا = )ثم نا ( (neIN‏ 
ار + ار 


بشرط أن یکون الطرف الایمن عددا حقیقیا. 


ال( 5) 
آوجد النهایات التالية: 
+3x)* (\‏ 111۳0 
اج 


limyx—1 (Y 
لاج‎ 


AY‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


lim” +3) نا‎ + )١ 
۰ اج‎ 
= )4(* -6 
۱۱-1 ۱۱۲-۱ 2۷-1 ۲ 
اخ اج‎ 
والنهاية غير موجودة لأن الطرف الأيمن غير حقيقي.‎ 
imix ا‎ 3-4 - 4 (۳ 
اخ‎ 


(۲ , 6) النهاية عن یمین والنهاية عن یسار 
The Right-hand and Left-hand Limıts‏ 


إذا تحقق تعريف النهاية (۱ , 4) من أجل قيم للمتغير × تکبر العدد » فقط فإننا نرمز للنهاية بالرمز: 
,2 (د) 7 1117 ونسمیها بالنهاية عن يمين ». وهنا يو جد لكل عدد ٠<0‏ عدد 0< 5 بحيث 
"مجر 


يكون: 


ع > (1- (د) راج 6 > عدي > 0 
(يجب أن تكون الدالة هنا معرفة على فترة من الشكل (ط بع)). 


متال(۶:5) 
آو جد قيمة النهایة: ۱1۹/1 


2 
ا 


و 


0= 1-—¥1ي= (1-) 11۳0 | = Ng‏ (الدالة معرفة من أجل ادع ). 


"ج 
من الواضح هنا لو أعطينا المتغير × القيم: ... ,001 ,1 ,1.01 ,1.1 وهکذا لحصلنا على عدد 
قريب من الصفرء وعندما ننتهی نحو 1 تكون النهاية مساوية للصفر. 
س 


و7777 سنن 
1 


AY النهايات‎ 


إذا تحقق تعريف النهاية (۱ , 5) من أجل قيم للمتغير × تصغر العدد ه فقط فاننا نرمز للنهاية بالرمز: 
- ()/ ۱1 ونسميها بالنهاية عن يسار ه. وهنا يوجد لكل عدد 0< » عدد 0< 8 بحيث 


ال 
یکون: 
م > [1- )| ج 5 > ۰-۶ > 0 
(يجب أن تکون الدالة هنا معرفة على فترة من الشکل (۵,0)). 


مال( و6) 
آو جد النهایة: - 1ل/ه صا 


اج 


اا 
0= 1- إل = lim (Û1 —x)‏ | = ع - 1ل1 lim‏ 


]ج ]ج 


(الدالة معرفة من أجل 1> ×) 


۱ داه 


من الواضح آننا لو آعطینا التغیر × القیم: ...,0.999 ,0.99 ,۰0.9 وهکذا محصلنا على عدد 
منال(۷ ة) 


E (۲ Hê آو جد۱)‎ 


()ج- 4 )اج 
| لحا ۱ 


١)إذاا‏ عطينا المتغبر × القيم 


و تعقوو ا کو ود کے 
۱ 1000 100 10 
... .... ,10° .... ,1000 ,100 ,10 


هلاه العو ال وقد القدان 5 ادا هه وهم ی معاد و 


عدد موحب نفتر ضه. 


۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


نقول عندها إن نباية القدار عندما *0<-۲ تساوی مه (أو فان القدار نتهی نحو «)» 


ادن: 
1 
م ع — lim‏ 
× جرد 
۲) إذااً عطينا المتغ, × القيم 
ی س اس بت = 2 1,10 10- ا 
1000 100 10 
نحصل على قيم للمقدار و 
و 6 لالح وو و 
فكلا ازداد قرب العدد السالب × من الصفر صغرت قيمة المقدار 3 وبقيت أصغر من آی 
۴ ¥ 9 
عدد سالب نفتر ضه. 


تقول عندها إن نهاية القدار عندما 07+ × تساوي ٥ه‏ -(أو فان القدار پټ السو 


مه -)ء إذن: 


نتبحسة (5,7) 


يتضح ها سبق أن الشرط الضروري والكافي لتكون النهاية ()۶سنا موجودة أن يكون: 
3 3 اسر 


lim 7 )20>- lim f(x) 


ETH + 


مال( ۸ ,£ ) 
أو جد: 
+ د 
lim — ۲ 11171-0۱0‏ 
۲ 00 نس از ع ا 


ال 
N‏ د x ae‏ 2 کے ات که در 3 ایو ود 
)١‏ ذا أعطينا × القیم:.. ,106 .... ,103 ,10# ,10 فان القدارت يأخذ القيم: 


5 5 2 35 
و 10 e‏ وت ووو روكدم 
)910 0 100 10 


النهایات ۸۷۵ 


وهکذا فان القدار يصغر كلما كبر × ویصبح اصغر من آي عدد موجب نفترضه. نقول 
فا ان ا المقدار = یاوق ال عنتما هکس 
= تساوم 
اذن؛ i‏ 


ع تک و 


۲) بالثل یمکن آن نبرهن آن m=‏ 


عو چ ار 


(4,۳) آوضاع عدم التعیین 


Indeterminate Forms 


مسشنال ٩(‏ و4) 
أوجد النهایات التالبة: 


)0 حت و ۲( lim‏ 
ماس و سح 2 رس ۲ 3 
2 ی 
ما ان چ م 
بخ ۳ و وي لصح او 
x42 - 6% + 8‏ اند سل ا1ج 


0( البسط والمقام ینعدمان عندما ول فكلذهما يقبل )x-2(‏ عاملا له ادن: 
4 تت یر qm ACD‏ - 8 -ظ ك5 سالا 
x +٣1 3‏ + دجي (1 2x‏ -ع) ادجسم 2 ابر سد ار جر 

(اختصرنا العامل الم از 
۲) البسط والمقام ينعدمان عناما2 = ۶ فالقدار (2 -*) أحد عوامل البسط إذن: 

2 
س 1 (3- )2(7 )x-‏ . 6 3 . 
x> 2) - 3( =0‏ 113 ات د وروز[ ع لط 113[ 
2*5 جير 2 ۸ جر 2 لو وج 


(لاحظ أن 2-2 ل 2- لك (0-2) 


۳( الط والمقام بنعدمان علد ما 4=×. فالقدار (سز) عامل لکلیها؛ وبالتای: 


عم 5595 ون 
Cx + 1( E E - 5‏ عن i‏ ۴ ديري 13 


2 یر (لساعر ةقمه قاس کات ا 


3 مدعو بوه سو اب A‏ ار EAT o ggg‏ يور 
”1چ (1— (x‏ 7 ور x‏ سب 1 7 جر 


(لاحظ أن 1-× عامل للبسط وأن القدار «-1 سالب من أجل قيم للمتغير × تکبر الواحد 
وقريبة منه اذن: ( -[)- بح 5 -1) 


مثال(١٠,5)‏ 
أوجد النهايات التالية: 
۱ 8 د @ ا سد تب 
XxX‏ 0ج و بة س کل ی 
x* -16‏ ت يو 
۳( ص۱11 ۶( س__ 11131 
2 لاحي س کچ حرط 4 د عد #6 کچ و ۲ 


الححل 


طريقة اولل: 
2 5 9 
EFDA‏ فا ی 
۲ [اجیر XK‏ اج1 
2(x + 2)+ 4) -2‏ + بو 13[ - 
[اخ د 


(البسط فرق بين مكعبي مقدارين: (“ط+طه+ ”ه)(ط-ه)= *ط- 67 ). 


هه ثانبه: 
بملاحظة آن: 8+ 12+ 6+ تبر = 2(3 +ی) 
استنادًا للمتطابقة: ”ظط + ۾ * ط3 + ط* 34+ ذو = ((+ه) 


o‏ + کت o E HOF" BIDE‏ هب AF‏ را 
الإو بل ا ا ‏ و مد 7 
FO +19)‏ ترام FID.‏ ویب سب 
2- ا اي ا 17 2 
x10 9 3‏ 3 [ اس 


(2 ند HENE‏ . 7 و 9 864 ان بر - 4 
۳ 11 دوز[ - 
4 هنر ور ( 2 55 2x‏ تت ل جر 2 و ل 4ص 


AV النهايات‎ 


(ضربنا البسط والقام بمرافق القام مع ملاحظة أن 2 - 2 = +b)‏ )۵-6 ) 
ا كلدي ذل linm—‏ و 


4 س‎ E 
i : ورن - 0 سب‎ a + 4( 5 2 + 4( (۳ 
2ج )1 نیب ز) جر 7+ عمج‎ (x= 2(): + 1( 
۳" 57 ۰ كل‎ +4  405(_ 32 
2ج‎ (x +1) 3 3 
ا‎ ےر)x‎ + 2( (٤ 


ب بر 
2 مويل اعم یر | جر 
رما ص ار مریم تام) 


(2 + )(2 --) تت (2 + )( 2 - (x‏ شوه ات 
x 2 (‏ “سير 2 32 عدأ چ 


(لآن 2-× موجب من أجل قيم قريبة من العدد 2 وتکبر هذا العدد). 


۲) وضع عدم تعین من الشکل - 
وضع م تعیین من الشکل وم 
ساط الكيير ناك ومقامه ينتهيان نحو اللانپاية عندما ۾ ج :. (وقد تنتهی مج ). 
د ب 


E VI 
أوجد النهايات التالية:‎ 
3 2 
و2‎ 
lim متدككف‎ 6 lim 3 3 (۱ 
مول “عو نس ۱ 1 + دير دسج‎ 
تاچ‎ 2 -1 
lim — (٤ lim (۳ 
1د*ج مج 3 +2 مسج‎ 
ال‎ 
۳ ا وعو‎ ۱ 
litê لخ جوز[ جر‎ 4 
تن جر ۳ [) 4ن چ * عر لهب "و وچ‎ x2 اب‎ 


(أخر جنا الحد الأكير اا اڈ والمقام خارج قوس). 


AA 


(لاحظ آن 0 - صا ۳ Rr‏ ۳ 
> ا ام 2م ودج 
المقام أكر من قوة البسط). 


. والنهاية للمقدار تساوى الصفر دومًا إدا كانت فو ة 


208 مب‎ e 
ح خی صا‎ lim سس‎ = [im x lim (۲ 
متهي نز رت +1( 2 76-89 [ ا ”چ چ‎ 
(خرچنا فد اکآ مه الوا عار قرس قم اسسا‎ 
= lim مهم < مر‎ 
)- (قوة البسط آکبر من قوة القام والنهاية هي دومًا اما مه أو م‎ 
۱ 1 
2-1 ۳ 2 سوت ربد رح‎ 
lim = lim - = 1110 3 رت‎ (۳ 
دسجي 1 او چ‎ x )1 + 5 ا‎ 
(قوة البسط مثل قوة القام والنهاية تساوي معامل أكبر آس في البسط مقسومًا على معامل الأس‎ 
الشابه في المقام)‎ 
EEE و کسی‎ 
111 = lim = lim 3 ابا‎ (0 
اک چ دود سوت از ی متس جر‎ 2 
XxX Xx 
(القاعدة نفسها فى الفقرة السابقة)‎ 
) ۱۷۲ مل‎ 
أو جد النهايات التالية:‎ 
3 (2 5 7 
۳ 3 (۳ EE (۲ ل عدن‎ (5 
سج و( مور 2-3 یی‎ 2 


النهایات ۸۹ 


(لاحظ أن - = || عندما تکون × سالبة). 


دج ول لا چ + ول بان ترا 
XA (۲‏ کت ۲ 


lim 5 = lim 21 
تن چا‎ EES چ‎ EES 
ل‎ rs 
۱ ۱ 
xX |[ بت‎ +X X( 1 
X ۱ XxX 
— 111۳ ن للست‎ 55 2 


۳ كن تككة - ۳ وق د ا و بت lim‏ 
و 0چ و — وم و مج 
ف = ¥1 — 
lim 3 --1‏ - 
او وخ همض 


۳) وضع عدم تعیین من الث کا فاا د 


نحصل على هذا الوضع عند امجاد نهاية مقدار من الشکل: ()ع +( عندما ‏ ج ‏ 
وذلك إذا كان مه = ( عد) limf‏ * نمهب - ) lim g (x‏ راو بالعکس): 


مثال(۱۳ ,؟) 
«٩ ۱100۷۲ +1—x) )١‏ بطم lim‏ 
ب “د 46 40 


+ 1+ غير عضوت 1+ ل . ۱ 2 ۱ 
x” +] (111‏ )11۳۳ 
سا 3 2 مجان باکت ور 


٠‏ ۵ تطسقات ف حسابت التفاضل والتکامل 


1 “وو و 
lim‏ = 


(0)ع سس ([]1]1[ د سس 
0 ا ا 
عد ی یل کد دی و قن ل ووه 


(ضرینا البسط والقام بمرافق البسط) 


6 ) وضع عدم التعيين من الشکل ۰ × 0 
نحصل على هذا الوضع عند امجاد نهاية مقدار من الشکل: 2/6( عندما 4ج د وذلك إذا 


کان ن = (<) 1117 مه = ) g (x‏ حصنا ٠١‏ 


شکل )5,١5(‏ 
آو سین 
سل جس ا اه 
lim ( Û +1) (Y lim (Vx +1-1( )١‏ 
2 "جر 1+ ر مجم 


ال 
)١‏ من الواضح أن مه - 2 lim (Nx 7 +11) = 0» lim‏ 


"جد x‏ 
وض ع مین مالیا ی 


نع ی = (] - |[ لب ل کے نا 


)جر ۷ x40"‏ 
روا ضع الناتج عدم تعبین من الشکل <) 


رنب £1 2 ۵ هده , 


XÛN 2 ب‎ 1 + 1( 


[ -- 1[ ب 
دد ]] = x‏ د 11133 = 


(1 + 1+ نون ۷ x0"‏ (1 + 1+ ديو )يد x0"‏ 


تون ےھ کے 


xO" ( ج‎ 2 1 2 1) 2 


؟) من الملاحظ هنا أن: 


النهایات ۹۱ 


lim —‏ 
1 ب ”چ ده جر 


مه = (1 + lim (x‏ ,0 = 
هچ از 


فوضع عدم التعیین هو من الشكل مت x‏ 0 


من جهه اخرى» نجد: 
1 4 
لخدن 5۹ 4 
فد“ سے Tm‏ قح lim( ey‏ 
رب مم [ سل ”ی زین جر [ + ”۽ مووجير 
x‏ 


مع داح 11133 = 
حت زر 


(؛ ,4) نظرية الشطة أو نظرية الساندويتش 


Theorem‏ حلت متتل دك 


نظرية (5ي4) 


إذا كانت الدوال طبع معرفة على فترة مفتوحة تحوي » (ورب| لا حوي » نفسها) وإذا كان: 


(#د)ع = f(x) = h(x)‏ 
فان: (2د) 1132 = رعد )۱1۳۳/۳۶ = (x)‏ 111۳7 
چ و سس 5 عل لا 


بشرط أن تکون النهايات كلها موجودة. 
ویشکا ۱ خاص ادا حققت المساواة: 
گت رع ) ۱11۳ = (xX)‏ 111۳ 
هه عه 5 «ع عقت ار 


فان: L‏ = وعد 1112177/0 


لن‌هن على صحة الفقرة (ب): 
حسب الفرض؛ یو جد لكل عدد موجب (ا< جع عددان موجیان ۵۵ بحیث يكون: 
ع + ط> () > ع لاج ع > |( راج ق > إءع- | > 0 


6 + رط >(۲) و >ع -82 جوع > | -(6) |g‏ > رق > |ه- | >0 
وباختيار م مساويا أصغر العددين ,5 , ,8 » نجد: 


ودع + >( و (ع) L-£ <f‏ >3 8 إ|ع- > 0 
جح ع + رر> ( عا ع > ( )>( ) > ع-,] 
6 > امآ - ( :)| ج ع + رآ > ( )> ع ,1 


q۲‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


فلا سے اه 7F‏ ح وعد دح 11 
وھا يعني اد سم 
مسئال (۱۵ ,؟) 


آ و جد النهایات التالية: 

/) > ۵۵( > إذاكان: )ع‎ )١ 

على فترة مفتوحة حوي 1=× (وربا لا حوي 1 = × نفسها) 
وإذا كان 10 - («) مهن = (د) /رحصذا » فأوجد: 


( 7 4 زوع )/ )حدر 1 1 
[ جين 


۲) إذا كان > 
د يد 
فأوجد (110/)1 إن وجدت. 
(أجير 


بل 
۱) ف اله اض أن: 11۳00-1۱0 بالتال فان: 
) من لواضح أن E REE‏ لي فان 
7- 7 +10- (7 + )سنا 


< (مد)يم < 4 + درل 3 عل فترة مفتوحة حوي 0 -2. 


[جر 
E‏ سیک وا مب :1 
x<0 7/1 + x<)‏ لعن زر و 0ج 
و یضا [ = 3-2 = )4 lim(3—vyx¬+‏ 
()ج 


إذن: 1= (د) د12 11 حسب النظرية السابقة. 
x0‏ 3 


( و٤‏ ) النهایات المثلثية 


نظریة (۵ , ) 


الرمهان 


لنفرض أن 0< 0< . 


النهایات ۳ 


من الواضح أن طول القوس المقابل للزاوية ١‏ 


١‏ (6090,5100) ثل 
))١,19(‏ وأن 6 هذة- ۱80 » حسب تعريف 4 


٩10 دالة‎ 

وبا أن طول القوس: 

0 > 80 > ۱۸ > AB 

فان: ۵ > ۸۵| > 190و > ۰0 
ومنه: © > 51۳0 > () 

وبا آن: 0-0 صا =0 سنا ؛ 


"8+0 0ج4 
فحسب نظرية السندويتش فان: 


شنک ۲ 


(£ ارو‎ lim sin@ = O 
۲()جم6‎ 


لن‌هن الان آن: 


)5 .5( lim sin@ = 0 
جم‎ 


لنف ررض آن ا < 8 <0 » واستنادا للمساواة 6©هأة ع (100و- » فان: 
lim 511۳8 = — Jim 5110)]-0( = 0‏ 

۱ 7ج _ ر 

(لآن <0-<0 » واستنادا للعلافة 41 


من العلاقة (۳ , )۰ )٤, ٤(‏ نجد آن: 


1113511169 -- O 


(#جاقم 
: : الآن 2 1= 11111586 
لنبرهن وأجاق 
لنأخذ E‏ » فنجد أن 0 < 0080. 
بالثال» فان : 


N. 
کون م‎ 0 =1-sin @ sin” 0+ cos 0 =1 


۵ مصنه -- 1ل = وم (آهملنا اشارة (-) لأن 0 < #وم ) 


ء ۵ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


و منه . 1= 0- [ لد ع (0 و lim‏ | ع 8 ومه lim‏ 
1+0 0+0 


( lim ع قم و‎ lim 5122 ٠ lim sin 6# =0) 
جل 440 () اج‎ 


نظر ین 2( 6) 


الر‌همان 

3 i. ۰ 

لیف ضر : ان 0 

من العلوم ان مساحه القطاع الداثري 

الذي زاويته المركزية 0 تساوي 
1 5ه 1 .2 

فخصوةيرت لاق الدقة اة 
2 2 ا سل 

وحدة). 


وآن مساحة المثلث 048 هى: 


و || 0۸ 2 
۲-۱ (نصف القطر) / 


(0 هو ع | 1,8 - | 0۸)) 
دائرة الو حدة 
وأيضا مساحة الثلث 045 هی: شعل(۳, ؟) 


۵ص |۲۸۵۱ |0۸ 
( 1800 = ۸2| من المثلث القائم 0۸1 الذي طول ضلعه القاتم 1= |۱0۸) 
وبا آن: 
مساحة الثلث 048 < مساحة القطاع الداثری الذي زاويته 0 < مساحة المثلث 60۸۳ فان: 


٩۵ النهایات‎ 


وبتقسيم جميع الا طراف على A‏ ۰ فإن: 
1 


cos O 5 1 10 0 


(tan 0 = - اظ ای‎ ( 
cC 


05 
وبالقلب» بجحل: 
3 0 ذع وم 
(لاحظ أن جميع المقادير في بسط ومقام كل كسر هي موجبة» وأننا غبرنا جهة التباین) 
وبا آن: 1= lim cos@ = lim1‏ 
ا 0ج 0ج 
فحسب نظرية السندویتش: 
1 جح سنك يووور (۵ ,ع) 
6م *وجق 
لنبرهن آن: | @ lim sin‏ . لنغرض أن E‏ 
۱ رم 0چ 
من اللاحظ ان ؛ 
sind sinC@)‏ 
© 69 
و منه . 
مد (EY EE gg E‏ 
6# = جص © نيم 0 


(لآن 2 >->0 وكذلك استنادًا للعلاقة (۵ ))٤,‏ 


من 5.281 ) و(1 ,6 )» نجد: 


نظرية (۷,؛) 


الرهان 
ن الط أن : اسستا ‏ لست تت 59 sos‏ 
O(1 +cos@) ۱‏ (اج م6 2 جم 
1 موه sin” ۵ . (sin@‏ @ وم - 1 
سس ل 11111 < 11۳۳۳ = 
مجعم +1 1 6 اناجم 


00 [[1 = م11۳۳ = 
(۵50 + 9)1 مج686 (0 ده +001 لوجم 


6 اس نا - ب ا 1115111 اشن lim‏ = 
وی + ]40 0جبه6م 69 نج 


lim‏ .1ح 


۱ 8 ۳9 
lim— =1, lim 
6 -< )( 4 1 0جدمق © ناجم‎ 11 9 


المرهان 
١ 1 ۱‏ 8 ۲ 
 - [ ١‏ = سب 11131 = ۱1131 
1 2 5 ال )جنس ۲ 111 ( اجام 
2 . 
۱ 1 51110 : ص : 
lim — lim : -1.1<- 1 (۲‏ 
040l) 0 cos@ê‏ © 60-0 
1 5 
۳( [[ ح د دح 7 = ل - lir‏ 
2 
ما۲۱ 8 
او حد النهایات التالبة: 
١ tan > ۲ > 1 1 -‏ 
6 وي 1 ۲( للك هت و و 5 ۱ 
ې )و × )جح 
عدت 5111 5 511 . 
lim (¢ 111: (۳‏ 
xz>O tan OX‏ 1132 ()جس یر 
ا لحل 
SInax . SINnax‏ و ار 
lim = ۰ ( =alim = 4 6‏ 
x‏ اچ IX‏ (أاجير عق اد 
4 18311 . تت 211 ] TANA‏ . 
lim - = lim] gı - 1153 32-7 6‏ 
بل اي AIX‏ [ ۲ 5 (اجير 
SInax‏ 


(۳ 


۹113۲ x a 
1171 = 111 حت جح‎ 
]اعد‎ 21 x40 2 7 


(استنادا للفقرة (۱) و(5)). 


511164-86 O 4ع‎ (٤ 


(باتباع الطريقة نفسها في ۳ 


xzOsinbx Bb 


النهایات ۷ 
f NI‏ 
أوجد النهايات التالية: 
tanzx 5‏ + ی یر 6 ۱ ۳ ان 
3x‏ (جير 1 2 tan xX‏ اجر 
sin” Ax . 3C052 -3‏ ۱ 
۳( ا E 0 12 E‏ شه 21 0 
xX tan 3X ×0 XxX‏ )جور 
ال 
a 6 ۲‏ 93 ی اب 
HEZ, 5‏ 5 ا _ 4 وین 
بر g0‏ 5 (اجر 3X‏ ( )اسر 
1 _ ۲ 1 
E‏ نت 
PE 0‏ جر |3 
1 
1 = (1 + 2 س. حب 
2 ( 3 
lim ١ - ۴ 4 6‏ - : 3 111 
SInx 1 +1 2‏ (2115] ابر 51۳ + x‏ 311 ] ()جتد 
XxX‏ ی" 
ومع -1 5 1 = 3E‏ 
COS AX (۳‏ ا e (1 COS 2x)‏ 3 — ۵ ود دكا 
3 (أجصر XN‏ 1 (أاجصر 2 3 اج1 
زو ی وھ وي کے 
2x ± 3X‏ الاج 
( دور دی ات 2x‏ 56 
در 21ید عر مجعم x40 ۳1211 3x‏ 
3 
۱ ل 1112 
تح رز جك دی ویر - 
tan3x‏ و جر 2x‏ ( جر 
3X‏ 
4 2 
= سس ان کے 
3 3 
CE, AIL‏ 
أو جد النهايات التالية: 
قا ع 1 5 5 , 2 
أ( ت ا ۲) limcosxesc(cosx)‏ 
23 3-0 حور 
s#× (۳‏ یرد 4( 1117 مان 
د 2 1233 F7 xO‏ س ار عير و 


۹۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(دعم + (1—cosx)(l‏ . تدووح - 1 
11 
دومع + 1) x‏ لا x‏ 0ج 
)م 2 ات ۰ مد 
X 511 XxX... ۱ 1‏ 51117 


لل ]]. 07 < سلللسبب3ن1113[ = 
x x40l+cosx> 2 2‏ #40 (يروون + مر نجهم 


(١ 


COSX 
limcosxcsc(cosxX) = lim (۲ 


SINn(COSX)‏ گوس کین 


(الوضع من الشکل مه x‏ 0( 


س 1115 = 
1117 (1<-- ۶ 


(وضعنا = 090 و لاحظنا أن 0ج دور ) 


1—cos x 


5 1 —cosx 9 x O (۳ 
1113 -- 11110 .د‎ = )( 
x0 tan 2x x0 tan Ax 2 


(قسمنا البسط والقام على *) 


۲ 0 
3 7 1 .. (الوذ ٠‏ الشكا - 
( ققق ر (الوضع من الكل و ) 


Ff‏ جر 
نضع : 1< 1 - 7 5 :د 7۲-1 و عندما 7 ج جه نجي 
بالتایي 
1ه . ددجت )1ه 0 . ۹11 
ف lim‏ _ ( دح 512022 3 - 1 
عد الا د ¥ جد ار جج 


) 5110 — xX) = SIN TCOSX—COSTSINX = 0- ((-1sinx = sinx ÛY) 


CEs TOIL 
أو جد التهايات التالية:‎ 
۲ EEN 


4 زان E r‏ جد بل 1 سے 


(١ 


النهايات ۹۹ 


1 5 : 
۳( 511 ۲ 1113 
3 ون جد ين عد + xg Ox‏ 


بسن 
6 در لصا زه 


من الملاحظ أن: هچ دل عندما هه جب ‏ . إذن: لا يوجد نباية للمقدار: si‏ عندما 


1113 
e‏ اس با 


0 + . 
من الملاحظ أن: 1 > عد/حص زه > 1- 
۱ 1 
الأطراف بالقدار الوجب -: نجد: 
وبضرب جميع الا طراف بالقدار الوجب <. نم 


دنه ۴ 


2 
۳ 95 


سڪ 


۳ 
5 . 1 


6 دقر A‏ اه تس و 
x‏ لد 51 : 
iıı. << 0‏ 


A‏ € ار 


۲) أيضا هنا لا يو جد للمقدار ×2 «أة نهاية عندما حج + . من اللاحظ آن: 


-1 > ٩1102۲ <| 


وبضرب جميع الا طراف بالقدار ۳ يبه نجد: 


7 ۱ ۱ له ۱ 
و6 2 جد 1110 = lim xsin‏ 
1 ¥ جرد ¥ موچ 


۰ هه الله 
606 = 0.1[ = غ يورررز][ lim—.‏ - 
1 وخ ال کوخ 


۳ 


(لاحظ أن الزاوية هى تر الصفر صندما وجي 
١ 1‏ 


) 
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= 01 


وب با 1 
13 11 
+X)‏ 1)عد مجير 


× + [ )جر 


تسس 


lim(2x—3) --1 )[( 
جر‎ 


3 


ربت) 4 


آوجد النهایات التالية إن وجدت: 


lim(x —2x +3) (Î) ۲ 
ادج در‎ 
1 
lirmx 3 عد ی‎ 


1 جر 


۵ (3 + 7 لد )11113 
جين 


x + 3 


¥( 11 
|3 + عد| جم 
ا 2 

lim — ۵‏ 
[ ع [جيبير 

2 ۱ 

۲۱) سک وورز۱ 
xX“ 2‏ مرج 

1111 (۳ 

x‏ اک 

2 تا 

۱( ۱ ات 
2 دير 7ج 


¢( 5 لد 1 


1 دير 
5) 4 يرك lim‏ 
1 سر 

2 
lim(2x - 3( 3 (A 
جر‎ 


lim 9 )١ 
g0 إعدا‎ 
lim له‎ 2 - 4 ۲ 
قد یه ر‎ 
يبيو[‎ ۶ 
lim - 1 00 


ار جر 


x یره‎ + 4 


lim(x 4x) 7 (1۸‏ 
چچچ 
1F 2 ۷۳۰۳ 1‏ 
1 فب دين ")جر 
۳۳( 1 111 


|2 سدم |x‏ اس سس ۶ 


lim ج‎ (TT 


ع حن ب وت چا 


1 : 
0( ج lim‏ 
[ + عر مهس جر 


limyx—3 (TY 


ا 


lim E +4 ۵ 


اخ 


lim دليه‎ +1 ۳۱ 


النهایات 


ax” + x) ۶‏ حطز1 
ز لح زر 


lim 5 (1 


حت چ ع2 


×2 + 4 ( 


lim TA 
چچ‎ 

1 
+( سلب 11199 


3 انرايد ”3چ 


lim ولي‎ 0 


اجن الج 


۳) حدد قيمة >1 لتكون النهايات التالية موجودة: 


() ری رصن ١‏ إذاکان: 1< ۲ 
اف 


(ب) (د) كرحص11 ١‏ ادا کان: 
١‏ ()جر 


د لويم 


Kx + 3: ع‎ 1 


7 وراد‎ +4 x > Û 


2K +x * عدء‎ <0 


أوجد النهايات التالية إن وجدت: 


ی 
ين 2 aE‏ 
23خ تجيين 
3 
و کت ماس 
4# ۰ (أخير 
5 2 4 
im FAN + 4 (۳۸‏ 
xX -1‏ [جx×‏ 
x — 4‏ ايج 


lir“ ۶‏ 
5 ةا 
کک ر] 


7 الس اا 


فع اس 3 li‏ 
(1- 4()۳ کر )اج 
5 1 -- 1 دير 1 


2 + عر4 - بر مجو 


- 

و بل یک باه سس 
5) دز 
يوا عاد کر وسور 


e‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


رز 
EE E‏ 
E‏ سد سس : 
جح +3 رد 
E Em (0۰‏ بات 
1 +4 ۲ و 
(o‏ و ل 1 + x‏ لد) <<1 11 
ا 
بر 1ح دل 
BE‏ > تب و و بو 
ox 55 1‏ تع طلست ار 
هی قح یم دوز 
[1- دير 1 و هت 2 ۳ ۲ 
ووس EE‏ يوا 
ای ] 
66 اا ا li‏ 
۲ الاچ 
۲( تس ۳۳ 
3 ( لجسي 


xsin” x 
ا ی ےک‎ 0 


4 
xyÛO tan” xX 


. x3 tan 4x 
0 022 E EC 11 
لاجر‎ x ` + N” AX 


2 
SINn x 
i (A 
ار‎ XK 
4 3 
1 X` جوز ها‎ 
111 5 (۷۰ 


2 
عد COS”‏ 
im ۲‏ 
1 -- 1 7 
تخت رن 
رم 
xX‏ ۱ 1 * : 
lit (VE‏ 
ال سس ا کپ 


1111 
xX + 3‏ تت ے3 
۳1 
01( داد 11۲3 
¥ دس ير 
۳ (ر = 4+ lim x2‏ 
جر 
1 ۱ 
۵5۵( کے 1333991 
XxX‏ د xO"‏ 
13-2 : 
0¥( ومختح )1 - lina (x‏ 
و سس ا " اج 


رد ررح + | ۲ 
۹( ح//:111 
x + 110 xX‏ لاجيس 


و سیب وا 
x‏ ۵ ۲ 1 > () جر 
1 
۳ + وك + lim(sinx‏ 


)جر 
2 
عدم 11 > 
۵( 11:81 
عد x“ tan”‏ 1-4 
x‏ ۶ ۷ ۲ 
اتف و و 6 ]| 


روح - 1()جز 


lim 3 x 5 (1۹ 
XxX 


)جر 


—cotx) ۳‏ ترح وح) lim‏ 
()جر 


limtan xcosx ۵ 
E 
2 


11133 عد وت‎ (VA 


اج 
م23 و وح -ل 1 . 
(A‏ 111۳ 
7 7 
و = حب 


2 


. COSAX بورتووج سد‎ 
11۳‌_ (AY 


sin 3x‏ :511123 (اجر 


رو 115 
(AS‏ دقوت - ]+ X‏ ۱۳ 
ام (أجير 


النهایات 


(VY 


۷۹ 


(A\ 


(AY 


(2+ cos) 


ا ب 
Ax‏ ۰ ۳ 1 


COSX —cOoOsS3ax 


۱1111 
ير 35 ۳ ات خی از 


5 53133 2 xX 

III 
E Zr 

سين سس ل سح 3 
2 - 


: 11 ۱1 
= 2 
1-2 دور 


ر 
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xO SIN X + ۱5 


۱۳ 


رشەن قاس 


الاتصال 


Continuity 


(۷, ۵) اتصال دالة 


4 (ب) )€( 
شكل (۱ ,۵), 


لاحظ ف منحنیات الدوال اغلا آن: 
(]) الدالة معرفة عند a‏ وآن 0۵-7 دنا (النهاية عن يمين »)a‏ ]-() صننا 
xa xa”‏ 
(النهاية عن يسار 4) 
(ب) lim f(x) = lim f(x) = L‏ والدالة غير معرفة عند 3۸ 
ع اير لت ار 


lim f(0 = lim 7 (د)‎ - F(a) (ج)‎ 


4 
7خ ۶ 


۱۰ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


نقول عن الدالة في (أ) والدالة في (ب» نیا غير متصلتین عند ه = × وبهما انقطاع أو عدم 
اتصال. كا نقول عن الدالة في (ج) إنها متصلة عند . 


تعریف (۱ ,۵) 


لتکن ] دالة معرفة على فترة مفتوحة تنتمی البها النقطة ۵. 
نقول إن الدالة ۲ م تراد عند ۾ = ۶+ إذا كان: 

limf (x) = f(a) 

7 جح بل 


أو بلغة آخری إذا كانت اية الدالة عندما ‏ ج × تساوی قیمتها عنده. 


وهکذا نری أن الدالة في (أ) غير متصلة عند ه = × لآن النهاية عن يمين ه لا تساوي النهاية 
عن يسار 8: أي لکون النهاية غير موجودة. وني (ب) غير متصلة لأن الدالة غير معرفة عند 8 = . 
أما في (ج) فان الدالة متصلة عند ۵ < × . 


مثال(١,ه)‏ 
ادرس اتصال الدالة ؟ عند النقطة المرافقة: 


)١‏ 5 - 2۶| (د) ۶ عند دتم 


ال 
5 > زر ٩‏ - 2۲ 
۱( : (د) 2 
=> زر ,( 2-5 )_ 


ا | لب 


من الملاحظ أن: 0= (5 -ع2) lim f(x)= lim‏ 
5 5 


وی وين سوير 
2 


١ ۷ الاتصال‎ 


lim f(x) < lim —(2x—5) =0 
5 5 


توت زان سس رتاو 
2 2 
د 
0=( 
FC 2‏ 
اذن الدالة] متصلة عند < 8 
2 2 دم مزا ع کت نا( زا 
2x‏ از 01 ا x40"‏ 
5 2 . ۱2 ۱ 
lim E 0 = lim(2+x) =2‏ یی ا lim f(x) = lim‏ 
x50 N x50‏ 5 اج xÛ‏ 


إذن الدالة ۴ متصلة عند 0 = × 


فثال(؟.,.ه) 
آو خد نقاط عدم الاتصال للدالة 1 حيث: 
| 


TET‏ اه 


ال 
من اللاحظ أن عناصر الجموعة (4 ,2 ,۰۱1 هی نقاط عدم اتصال. فمثلا لو آخذنا 1 = × 
لوجدنا أن الدالة ۴ غير معرفة عندها. بالثل بقية النقاط. 


متال(8,۳) 
آوجد قيمة × التی تجعل الدالة 1 متصلة عند 0 = ×» حیث: 


A 


۳ XxX دون ,() عد‎ Kx #0 
f )2۲ ( < 
SK 2.2 =0 


۱ ۱ حك را‎ ۱ tan Kx 
lim f(x) = lim ره ا‎ lim ا‎ 


)=K 
0جير × 0جير 0جير‎ Kx 


وبا آن: 2 - 516 - (10/ 


باه ۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


فشر ط الاتصال: 


K - 5-2 ج‎ 2-4 > 6-2 


۲ ۳ 6( الاتصال عن یمین والاتصال عن يسار 
The Continuity from right and left‏ 


شکل (۵,۲). 


لاحظ ف( آن: ضح فى کر حصنا وآن: اد( 


4 
اع حك ان 


وكذلك في (ب) آن: 84 = ()۶ر حصنا وأن: 2۷ (0)) 


درز 


نقول عن الدال؟ في () إنها متصلة عن يمين RS‏ 
كما نقول عن الدالة ۴ في (ب) إنها متصلة عن يسار ا=×. 


تعريف (۲ , ۵) 
لتکن ] دالة معر فة على الفترة .(3,5] 


نقول ان الدالة 1 متصلة عند ۵ = × يميثاء اذا تحقق: 


الاتضصال ۱۰۹ 


لتكن ؛ دالة معرفة على الفترة .[۵,0) 


نقول إن الدالة ] متصلة عند ط = × يسارًا (عن يسار 0) إذا تحقق: 


لاحظ في الشكل (۲ , 5) أن الدالة متصلة عند ه - × يمينا وأن الدالة في الشكل (۲ ,۵) (ب) متصلة 
عند ا ددعي سماد أ. 
فمثلا الدالة ۷-3 ٠)0‏ متصلة عند 3= ×يمينا لأن: 
(2) ۴ ح- 0 - lim vx—3‏ 
٣ ۱‏ وج ۱ 
وكذلك الدالة ۴ء حيبت «-2/:- (د)/ متصلة عند 2 = × يسارًا لأن: 
lim /2—x =0= /)2(‏ 


e 


تعريف ( ,۵) 
نقول إن الدالة ۴ متصلة على الفترة المغلقة [2,0]» إذا كانت ]: 
١‏ ) متصلة عند كل نقطة من نقاط (2,0) 


۲) متصلة عند و يمينا 
۳) متصلة عند 6 يسارًا 
كا نقول إن الدالة 1 متصلة على مجاطاء فیا ادا كانت متصلة عند كل نقطة من عناصر مجاضا. 


منال (؛ , ۵) 
ادرس اتصال الداله ] على محاضا» حيث: 


× 4 لد ع (<) کل 
اللحل 


من الملاحظ أن الدالة معرفة على الفترة [2 ,2-] 
وأنها متصلة عند كل (2 ,2-) ع 3ع لأن: 


زوع = 4-2 لت 4-2 lim FOO > lim‏ 
7 #1 حا از 


وأيضا: (2)# کل = 4-4 لد × 4 lim‏ 
2 نز 


فالدالة متصلة عند 2= ×يسارًا. بالمثل الدالة متصلة عند 2-2 × یمینا. 
إذن» الدالة متصلة على الفترة المغلقة [2 ,2-] والتی هی مجال الدالة. 


نقول إن العدد N“‏ هو قيمة عظمی (مطلقة) للدالة ۴ على الفترة [طبة]» إذا کان: 
1 أكبر قیم الدالة من أجل جمیع نقاط هذه الفترة 


تعريف (۱ , ۵) 
نقول إن العدد :7 هو قيمة صغری (مطلقة) للدالة ۴ على الفترة [طبه]» اذا کان: 
1 آصغر قیم الدالة من أجل جميع نقاط هذه الفترة 


مسشال (۵ , ۵) 
أو جد القيمة العظمی والقيمة الصغری للدالة ۴ على الفترة [5 ,4-]» حیث: 
دا ۶ < fa‏ 


ال 
من اللاحظ آن: 4- << 5 8-</10<2- 
1 -<3-:7<2. إذن القيمة العظمی للدالة هي 7 والقيمة الصغری هي 11-. 


(۳, ه) خواص الدوال التصلة 
نظرية (۱ ره 
آذا كانت الدالشان 8 مستبن عتد 28 قان الدواك: 
(١‏ يمع ري 
1( 18 


0( 9 بفرض أن #0 gla)‏ 
3 
متصلة أيضًا عنك 2 . 


١١15 الاتصال‎ 


الر‌همان 
یمکن استنتاجه مباشرة من خواص النهایات ومن تعریف الاتصال عند نقطة. 


نظرية (۲, ۵) 
اذا كانت الدالة ۴ متصله عند طا وحققت للدالة ع الساواة: ع (د) محصطت فان 


11 a CEJ) = f(b) = F( وعد ا‎ 


[rT 


انظربة (۵,۳) (ت ركيب دوال متصلة) 
ادا كانت ۾ دالة متصلة عند ع = × و کانت 1 دالة متصلة عند (0)ع» فان الدالة وه /متصله 


۲۱90 ززعي‎ STO عط‎ AD =F 1ق‎ 


مفثال(5,ره) 


1 +1 


۱) أثبت أن الدالة 4 حيث - ج - ()/ متصلة على 1] 
A‏ 


۲ أثبت أن الدالة ١‏ حيث |1- ”»|= ()۸ متصلة على ] 


ال 

۱ دالة متصلة: لأن بسطها یعرف دالة متصلة لانه كثيرة حدود. وكذلك القام یعرف دالة 
متصلة للسبب نفسه» وبا أن المقام لا يساوي الصفر دومًاء فان الدالة ؟ متصلة على 1۸. 

۲) با أن الدالة ۴» حيث اد = (×) ر دالة متصلة كما يظهر لنا بعد إعادة تعریفها. وأيضا الدالة ع» 
حيث 2-1 = ()ع متصلة على ۸ لأا دالة کشرة حدود» فان الدالة 0 حيث: 

.18 متصلة على‎ ۸) = ) ٥) ( = f) -1( = | -1 


نظرية (0,4) 
اذا كانت الدالة/ متصلة عل الفترة المغلقة [ط,ه]ء فان: 
۱) الدالة / محدودة على هذه الفترة. 
۲) للدالة/ على الفترة قيمة عظمی (مطلقة) ۷۱ وقيمة صغری مطلقة 77. أي يوجد عددان 
8 به ینتمبان للفترة [ط,ة] بحیث یکون: 


m= f(o) , 54<-1)86( 
[m,M] فان مدی/هي الفترة‎ )۳ 


نظرية (۵ , )١‏ (نظرية القيمة الوسطى) 
The Intermediate value Theorem‏ 


ادا كانت الدالة f‏ متصلة على الفترة [طبة] وکانت (زد)/ - رر ۰ (ود)/ > رر قيمتين للدالة من 
أجل نقطتين ل" تنتميان للفترة 2:0۱ ]» فادا 
كان: رد < ود < وبر (بفرض رر < رر ) فعندئل يوجد عدد: [20,د]ء مد بحيث يكون: 


(د) - وبر » شکل (۲ , ۵). 


(نقبل هذه النظریات دون برهان). 


الا تسا ۱۱۳ 


مسئال (۷, ۵) 


آشت أن للدالة | »حيث: 1+ دومع + عد = (د) جذرًا على الفترة ا سس ۴ 


الل 
FF 7 13 7‏ 

2-0-2-7 [ ند دح (وجنخ 2-4057 1 دم ددع لام )از 

2 وال 2 2 ۸ 


وبا آن 0:57 - <0< 2.57 


وآن ۴ دالة متصلة على 18 لاغبا جموع دوال متصلة فحسب النظرية ۵٩(‏ , ۵) یوجد عدد 
| رگ ]> مد بحيث یکون 0 = (0<) 7 

مارین (۵,۱) 
آ و جد مجموعة نقاط عدم اتصال الدوال العرفة على النحو التالی: 


1 1 


سارت ی 1( حب ( ۱ 7 
(2-ع)(1-ير) © عب كير 
X << Û‏ ,51113 
0 
0 حص ح : 
(٤ ۶-7 x (r‏ 0= 1 ووم 
x = O‏ 1 1 < + = 0 ب قير 
کے ن 
SInx,x = Û‏ 
5 ند sin4x‏ 
۵ — > يعر < (٦ f(2) =4tan xO‏ -" 3 = () زر 
2 لاح بر وت 
۲۳ 8 
2 
0 = رد3 + 2+ 
ظ ۱ 2 < xX‏ > 5,0 
0 > بر 1۱1+ ۸ 
¥( كك زگ ۸( 555 ± 4 =(" 
0 < عد ا RE‏ 9 


3x E mag 


نم س | د 


۱۳12 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


4) است أن الدالتين هزه و وم متصلتان على 1۸: 


ااا سكام 


limcosx =cosa ‘limsin x = sin a ي أك:‎ 


ا ب تج بان 
وذلك لكل 11 ع 2 


إرشاد: اکتب 3 على الشکل: 


(ت ع )0051 + —a)cosa‏ 511۲ ع [ 0 + زه -ن) | 111ه ح 5111 


وبالمثل اكتب 09 على الشكل : 

cosx ع‎ cos[(x - زه‎ + a] = cos( زو‎ cosa —sIn( —a)s1na 
باستخدام خواص النهايات» أثبت أن الدوال المعرفة كا يلي متصلة على مجاها:‎ 
)( لا‎ 9 (1° 
)( ۷4-۶ ۱ 


f) - 8 (۲ 
|] - د‎ 


Fl ۹111 (۳ 
I1 +COSX 

1 )( - (٤ 
1 1 

1۵-۳ -1 (1٥ 

= a 0۹ 
3 


3 + 511۲-009 ۱ 
۱۳۷ ل در ١‏ 
١‏ ۷ + 1 ا 
حدد قيم 16؛ .1 لتكون الدوال المعرفة كا يلى» متصلة عند النقطة المرافقة: 
1 ةم 
۱۸( 1[ ۰ 0 
1< يج کر( )| 


3 2 
وج + ا 
۱۹( 7 


0 ع راز ذير هح (2) 0:7 - XxX‏ 


=( 1ع ۲ 


26 ,2 - 0 


(۳۰ 


(١ 


(۳ 


8 | نم 


A 


الاتصال و ۱۱ 


4 2ه KK YS‏ 
ALS = 4‏ +414 دبراع) فد عد 


Vx د‎ < 4 


x + [1 
5 0 
xX + 4 


0= ,1+ + <() #»عند)- 1 
( ,)911 
الو م 


9 


> )( 


۱ 7 
- 5 81131  , ۲ > = — 


2 
IR #غلي‎ ($) -.4 LSI F3 سس‎ XxX 


7 
34+ و00‎ ,X 2 — 


(شمن (ساوین 


المشتفاكت 
THE DERIVATIVES‏ 


١(‏ ,) العنی المندسى للمشتقة 


B(x+h,f(xth))‏ ظ 
۰ )۵ 


شکل (۱ ,5). 


نفرض أن / دالة معرفة على الفترة المفتوحة (3,6). لاحظ في الشکل أن (۸)»,0 نقطة من 
منحنی الدالة ۴ (حیث: 10 = ر) » وآن(1+0 ,+305 نقطة آخری من النحنی نفسه قريبة من ۸ 
حيث ۸ هو التغیر الذي طرأ على × 


۱۲۱۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


من الملاحظ أن ميل القاطع ۸ هو: 


1019 رو 
ا 15۲۲ 3-32 TTAB‏ 


إذا كان هذه النسبة نباية عندما 0 ج ا فإن ميل القاطع ۸1 ينتهي نحو ميل الماس لمنحني الدالة / 


عند × وينتهي القاطع نحو المماس للمنحني /عند النقطة ((۴)۸ , ×). إذن ميل المماس عند ند هو : 
0 


 )2۲(‏ - (7+*) ل 


Fr - lim 
جم‎ / 


(۲ 5 05 تعريف المشتقة 
The Definition of The ۷۵‏ 
تعریف (۱ ,5) 
لتکن ‏ دالة معرفة على الفترة (طبع). إذا كانت ((,ة)ع× وکانت نهاية النسبة: 


ل موجودة عندما 0«-ظ فإننا تقول إن الدالة #زقايلة للاشتقاق عند > نرمز يذه 
1 


النهاية بالرمز وتران "۷ أن 4 ونسمیها ستفقة الدالة عند . 
CN‏ 


إدن: 


إذا كانت نهاية النسبة السابقة موجودة عندما ٠١+0"‏ فإننا نسمي هذه النهاية بالمشتقة 
اليمنى للدالة ۴ عند × . بالمثل نعرف الشتقة الیسری للدالة ۴ عند × . ومنه نجد آن: 

الشرط الضروري والكافي لوجود المشتقة الأولى للدالة ۴ عند × أن تكون المشتقتان الیمنی 
واليسرى للدالة ] عند × متساويتين. 


نتيحة(١,5)‏ 
ميل المماس للمنحنی الذي معادلته (2)/ =« عند النقطة ((,) يساو ي قيمة الشتقة عند 
« أي آن: ۱ 
m=f '(x)‏ وت 


الشات ۱۲۱۵ 


ا( ر 
باستخدام التعريف» آوجد مشتقات الدوال العرفة فیا يلي عند ×: 


وو ۷ ma‏ 
]| 
۲ و رز لوت و 


ال 
(١‏ 9 82 يي TOs‏ 
e‏ 2 2( (- 1)2 
+X‏ كي ول يو ل + ورد x‏ بر —=(x+M—(x =X)‏ 2 . 
س و س ے ا ا ]] 
i‏ لجرل f‏ جرا 
AER RH. ROS -[(‏ . 
وإ مرإ[ - 
1 (اج پا î‏ جرا 
21-1 ی 5 


؟) لاحظ أن: ْ 3 ا F(0‏ - م 


+1 دعر +۱۱1 / 
x - xh‏ بر سيوم ++ دجي 1 _ (1 +ع ۱ 
hi (1+x)(l+x+ (‏ (ج+ع + )م  )+‏ / 
8 - () عج 1/ 4 و منه . 


7 )] + l+x +f) ++ +R) 
1 ۱ 


i eT e E 1+‏ 
۳( | 21-3 3 -- (وا + ر )م 
(3 ا gz‏ با ۹ 
القمرينا لبسط والقام بمراقق البسط) 
2/1 (2-3)-(2-3 +21 ) 


500/220: -3 زا‎ 2-3( 0010/2203 +/22- 17 
Fe EET erme. ga 02-3 


f (x= 


(0 ) مشتقة دالة عند نقطة 


نعلم أن: 


(۵ , ۲) 
f(1)‏ تن ام 


لنضع :» = ا ۵ ۲ < + غ > نحل : 


۵ - × = ط وعندما 0 ج ت. فان 6 جع 


وبالتعویض فی (۵ و1)؛ نجد: 
ا 


7 )3(- 7 )»( 


ES 9 


1 2 - 6 


فال( ٣يا‏ 


1 
نت 
Û 5 3 5‏ غو مح نزو ار 
او حد مشتقة الدالة کل خیتا: 3 = (۲) ير 


0 , 2-0 


الل 
ا 
sin— — (‏ دك 
-وزو روز[ شنز[ =0 
3 لاجدير X‏ اج 


۱ 1 es 
. )۲ < 0( - 7 > من اللاحظ أن: 1 > -منوك1= » ومنه: برع حوزوع‎ 
X 2 


وبا آن: <- صا = 1:۳0 = 0 فحسب نظرية السندویتش: 


()جد *0جير 1 
lim XSIn— - )(‏ 
x0" 1‏ 
بالئل نجد: 0= -5 زود صا . وبالتالى فان: 0= (0)'/ 
39 چ 


تال( 
ادرس قابلية الاشتقاق للدالة » حيث 1-:|<() عند 1 = ×» وذلك باستخدام 
التي يفه. 


سل 
x2]‏ 2-1 


-- ۲ -1(. ۲ > 1 


۱ - (2) ز 


الشتقات ۱۳۱ 


لنحسب المشتقة الیمنی عندما “1ج ددء فنجد: 
ud OD o, 8‏ 


لج اچ 2-1 x1‏ 
لنحسبت | لمشتقة الیسر ی عندما آجبد فنتحد: 
5 هه له د FST es‏ 


1-1 آجير 2-1 اجر 


وبا آن الشتقة الیمنی لا تساوی الشتقة الیسری عند 1 كه فالشتقة غير موجودة عند 1. 


ا 


نقول إن الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على فترة مفتوحة» إذا كانت قابلة للاشتقاق عند كل نقطة 


من نقاط هذه الفترة. 


(6 و) مشتقات الدوال ابر ية 
نظرية (۱ )٩,‏ 


إذا کانت:  /)(<۶۲۰‏ 111 (عدد طبیعی) فان: ١‏ برو = (د) ۳ 


الرهان 
حسب التعریف: x‏ ریزو FAIS‏ 
1 
وحسب صيغة ذی الحدين: 


"+ 1ط x‏ + ... + 2 ی ا He‏ 


+ و1 روم + x"‏ “دع ۲( +د) فان 


5 ددم ([ )۲۱ 5 
ا رن nx"‏ 


"(x)= lim 
ناجم كك‎ f 


+h" 1)‏ * روم عد وت اير 1 الاك + h(nx"‏ 
لس ل _ img‏ = 
() جوا / 


E ۴‏ پم (1- ۲۱۸ 
و ...2 لكل ا رصن 
()اچ ور 


مئال (؛ )٦,‏ 
آوجد معادلة الاس لنحنی الدالة العرفة كما يلى: 
f=‏ »عند النقطة 19 
ال 
نعلم أن ميل المماس عند 1 يساوي : 
2= [22] = (1) ر وه (قيمة المشتقة عند 1 <) 
فمعادلة المماس هي: 


EE‏ و 


۱ ذا کانت »< («),(» ثابت) فان: 20( 
۲) إذا كانت ع دالة قابلة للاشتقاق عند » فان: )عع = ر > () وه 


.)٩, ۲( شكل‎ 


الرهان 
م كعكون  f= mq‏ 
f‏ جم / 0ج1 
ا ت 
1 () جوز 


الات ۱۳۳ 


.)٦,۳( شكل‎ 


۳ ()8۵ + )و 


1/ 
0-820 لتاق وى د 80 من - 
/ اجيم / (اج و 


= و‎ (x) 


۱ نظرية ,و( 
| إذا كانت الدالتان ۾ قابلتين للاشتقاق عند × فان: 
gO - /") )( (|‏ + ) 


(a) ۲‏ ع )+ تداع )"ر = ود)"'(ع./) 
۳( :1 10 مر 0 


)=( )( = 
58 (£0) 


بشرط أن یکون #0 ()8 


الرهان 


و هت im‏ “م + ) 
(4ه 


امع - د + g(x‏ + اماع - 10+ نالا - 
1/ (اج رز 


۳۳ 
ات اسف E AN im‏ اقا 
7 (اج- را / اج 
(د) و + د)"7/ = 
5 للحت ۱ = (8(۳.) 


wr /1 


(أضفنا وطرحنا في البسط المقدار: (طبی)ع(1) 
[()ع  f(g (x + A)‏ +( + 8)7[() ۲ ( )ین 


= 1 و‎ EDI gee: M+ lim[ f(x) g(x+h)— g(x) 
زاجم( 0ج1‎ 1 


(وزعنا القدار ۳ ال حموعین) 
f(x)‏ رطم + ) [ 
1 


۱ 


0-0 تو ون fF)‏ +( ج+د)و 1:3[ . 00 = 
اب | اجنم 


/ 
- '(xX)g(x) +1)08')( 


( )ع = )+ lim g(x‏ » ان ع دالة قابلة للاشتقاق فهي متصلة) 
لاحظ آن » ع دالتان قابلعان للاشتقاق عند « حسب العطی. 


من الملاحظ أن 
۲ 
im E _ qq EEF‏ 4 
f nh+0 hg(x)g(x + A)‏ رز تداع 41۲ 
)۵( + )ین mE‏ سنا 
__ _ ()8___ (3) 8 58 
FI ¥ 2‏ 7 1 111 7 
(مع)ع) ‏ (2)و(د)م ‏ + )8 18 فان 
من جهة آخری: 
) الل" بر ۵-0-0( 
(xX‏ 


FL FED _ e 2 
E0 (gO) (£00) 


التشات 0 


مثال (۵.و؟) 
آوجد مشتقات الدوال العرفة كا یل: 
f(x)=ax+b ۱‏ ۲ 1+ ,3+ مولع زد از 


[ )3( -< 


کین 
7 
۳۰ 


۳ (2- 4+ ثبر) -() 2 €( ۱ 
علد 


ال 
۱ قع رهز 
+6x ۲‏ 2ر6 - f(0)‏ 
۳ 2 )40 + تس + (2- خر) 32 ورا 


8+ 6 ترد درق + 2+ ری رو 
ده _عرة + تمر2 2+ کر فم زا = م2 وام 


(٤ 


تظری 4( رت 


إذا كانيت: "وچک و ۸ عدد کسري فان: ۳( ۰ (وذلك من أجل قیم 1 التي تکون 
عندها المشتقة 'ر موجودة). 


ن 5 ) 
آوجد مشتقات الدوال العرفة كما يلي: 
۱ 4 + تير وروم 0۲ 2« لد + تدلد = ود) ۶ 
2 1 1 1 
۳ کد( f‏ :) (2 + 2ع)( تعر + 7ير) = (د) 7 
x3 +1‏ 


1 1 
۱ 4 3 ۷ پیت / 
( 9 << ()" 7 

لے 8 1 2 1 
3( 3 2 جوا ري ارج تيرب ووت زر 

5 ۱ 2 نت ۳ 

2)3 3ع 3 و‎ E. 
.تا‎ «۳ 


لدت 5 ۳4 
17 3ر) *(1+ (x3‏ 


f 0= و ۲۹ 6( چو‎ 0 x ا‎ (٤ 


نظربة ره ) 


كل دالة قابلة للاشتقاق عند نقطة ه = ×» هی متصلة عند هذه النقطة. 


الرهضان 
من اللاحظ آن: (-۲) و ا f(X)— f(A)‏ ۰ 4 عو ۲ 
a‏ ۷ 
و منه : وت م 190 ت لط کی میرم a‏ 
(0 حعر) 
بالتالى» فإن: (4 )۱1۳ 97 کک 11 +( = lim f(x)‏ 
١‏ 5 7 جد از (- ) م سس از سس با 


(ه) ۶۴ = ۴)0 + (م) عر 


لكك لكك موري حسب (1 ”)) هذا يعني أن نهاية 


الدالة عندما ۾ ج د تساوي قيمتها عند ۵ أي أن الدالة/ متصلة عند ۵. 


(لآن (0/ تات فنهايته نقفسه. ولأن f(a)‏ = 


لتكن / دالة معرفة على الفترة (ط,ة)» ولتكن (8,6) > ». إذا كانت الدالة / قابلة للاشتقاق 
على الفترة (طبة) (ورب|] لا تكون قابلة للاشتقاق عندء): وكانت/: 


١‏ ) متضلة عند ح 


)والنهایتان ARE FORD lim FOR)‏ مو جودتان» فان الشر ط الضروري 


۳ e ا‎ > 


والكافي لوجود المشتقة '/ عند » أن يكون 0 lim 7" i lim‏ 


چ 


مشال(۷,٦)‏ 
ادرس قابلية الاشتقاق للدوال العرفة على مجاها كما یل: 


التتشسات ۱۳۷ 


=a û‏ وا از ۳) [2- | قور 
—[,x > 0‏ 


3>0 0 < × 32 7 
(١‏ = () رڪ = () فى 


مدع تبر - () > ہی وو مت 


(استبعدنا 0 ). من اللاحظ أن الدالة قابلة للاشتقاق على الجموعة (0) - 18 ۰ إذن هی 
متصلة على (0) - 18. لندرس قابلية الاشتقاق عند 0 = × وفقا للنظرية (1 و ) 


×= 0 م4 ندرس الاتصال عند‎ 
lim f(x) = lim x3 =O من الملاحظ أن:‎ 
x0" x0" 
lim f(x) = lim تب‎ =0 
۸ لج )جک‎ 
[7 )0( =0 


إذن شر ط الاتصال متحقق فالدالة متصلة عند 0 -». 


(ب) لناخذ هایة: ور عندما هج فنجد: 
lim 7۲ = lim 3x =0‏ 
x0 x0“‏ 
وكذلك ضاية ()" ] عندما 07ج . فنجد: 
lim )-3*2( = 0‏ = (ع)"/ lim‏ 
۲ اج 


وبا آن الدالة متصله عند 0 = × ونهاية المشتقة عندما "0 +× تساوی مایتها عندما 0 ۲ 
فالدالة قابلة للاشتقاق عند 0 = * بالتالى ۶ قابلة للاشتقاق على 1۸. 


۲() دراسة الاتصال عند 0 = : 
سس 1 lım‏ تاه lim FALE‏ 


ده اه وت ار 
f(x) - lm - 1 = --1‏ 11111 
)جنير x0‏ 


1= (0) ۶ 
فالدالة غير متصلة عند 0 = × فهی غير قابلة للاشتقاق عند 0 


فالدالة متصلة وقابلة للاشتقاق على [0]-11 ومشتقتها على (0)-18 تساوی الصفر. 
(شکل ٤(‏ و1)). 


۱۳۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


.)1, ٤( شکل‎ 
f )( 27-2 
سير‎ x<2 
ا‎ ۳ 3 ۳ 
[ )2( 8 | زر‎ - 2۱,۷ > 2 ١ 


من الواضح آنها متصلة عند 2=× لتحقيقها شر وط الاتصال» وكذلك متصلة على [2]-18 
لأنها على شكل كثيرة حدود يسار ويمين 2=×. 
اذن هى متصلة على IR‏ 


دراسة قابلية الاشتقاق عند 2=×: 

من الواضح أن: f=‏ 
وبا أن ۶'9 وتا( ,وال 
فان الدالة غير قابلة للاشتقای عند 

2-=×» ومن الواضح أنها قابلة 

للاشتقاق على [18-12. شكل (۵ ,1). 


اللات ۱۳۵ 


(۵ ,۲) مشتقات الدوال المثلشة 


Derivatives of the Trieonometric Functions 


f(x) < 51۳۲۸ > fF (x) = COSX 


۲ = (ع) f‏ ج =c0sxz‏ زر) از 


الغ ل 


الر‌هان 


١)مشتقة‏ دالة اخیت: 
۲ زر Sint‏ . 5 
ig EEE‏ راز 
fh‏ 0ج . 
7 طم 1د 005 +005۷ 5111 5-6 
f‏ 0جط 
—sS1inx(l —cosh)+ sinh cosx‏ . 
A e a‏ 11.73 ]زیت 
۱ ۱ ۱ [ جرا 
=sIinx(l—cosh) .. sinhcosx‏ ., 
11[ + للختت ورور[ - 
/ جد f‏ اج 
1—cosh . SIinh‏ , 1 
X.O+ cos ۷۲۰1 - cosx‏ 577 - << رون[ 105 111 xX‏ 5117 = 
1 ج 1 لاجا 
روص - COS( + f)‏ . 
۲ ۱ ()اجض وا 
و ۱ 
توو[ = 
١ 508‏ ۱ 0ج1 
۵0۵5 -05301ه2- رن 
سانش ما ۳ ] [ [ سس 
n0 /1 ۱‏ 
2225110 .. (طومع- )نا ومع- رن 
:1 "جوز ع 
1/ اجر hh‏ جم 
ا تلتلاة . ب 1—cosh‏ . 
x‏ له - ع ۰1 -c08X -0—-sSIn xX‏ = سس lI‏ جوزو لل ورور[ -COSX‏ = 


لاج رار 7/ اج 


۱۳۰ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(۱ 


XY = 01 (۲‏ وج - دارو 


۳( 02 = نوج ننه ا رمعو = 7۲ 


CSCX (٤‏ ع —CSCXCOX SY‏ = از 


ر05 


11 
= 181111 ع 1 
00 
سس لا ۱ ۱ ۱ 
cos +511 X 1 3‏ ۱55 
أ( 7 7= سس سا  __‏ سس ا ا لے“ ۷ 
۱ ۱ 2 2 2 
د COS X COS” ۲ COS”‏ 
5 ی COSX‏ 
؟)بالمثل نجد مشتقه: کک = )وه = ر 
۰11 


1 
y= secx لقص‎ ۳ 


ات ۲ ۱ ۱ 

۱ ۲ 1 9 (جماع-)1 ع يروون. 0‏ , 

۷71 = : کح الست ڪڪ 
COS X COS” XF COS COS XL‏ 


۱ 55 1 
6 ) تالا نحد مشتقة: ل <= وروی = ر 
باختل ١ SINnxX‏ 


قکل ورد 


y = sin x 


دوم = ۲ 


560 X 


رتست 


¥ 


y = csc x 


u ن‎ 6 


احج ج س س o‏ كك e‏ م e‏ 


تست سے س سے سے ے ‏ = = هد 


y = lan ۷ 


xX‏ أنه = نر 


المشتقات 


۱۳۱ 


۱۳۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


)٦,۸(لاثم‎ 

أوجد مشتقات الدوال المعرفة فيا يلى: 

5 هك ( ال اي 3 
x [ +Sinx‏ ۷ + 1[ 

(f ۱ +escx) (YT‏ وی 1۱0و > بو 


ا 
SInx(l+S1nx)—(l—cosx)(coSx)‏ , دقو - 1 
ا سس و اس و ا 
(5110 + [1) ۲ + | 
sin x—cosx + cos” x 11+ 81101 - ۷‏ از 


(1+ sinx) (1l + sinx)- 
SECX 5 كل‎ secx tan x(l + 21 “عمو )نرعة و - زد‎ 30 6 
: اک ڪڪ‎ 
1+tanx (1+tanzx)” 


3 
8 566 312311. secxtan” x—sec "5 


۵0 +1( 
۳ (تدامع تدعق - )نزام + (ترعوع + ۲01 نوی = cscxX) 2 y'‏ + 201301 د y‏ 


3 5 

XCSCX‏ امن لوو سر شون 
5 7 4 5 

y' =cos@cos@ + sinO(-sin@) ع‎ cos” 6 - sin 6 ) 


(55") فاد السلسلة 
The Chain Rule‏ 
نعلم أنه إذا کان: 00م دمر حيث )م دع 
فان: )1( f (g8 (2)) = f‏ = ()(و۵) 
فمغلا اذا کان: *(1+ *) = ر 
فبالامکان أن نضع: 1+ ”× - )م = > f) =u”‏ عبر 
عندئذ: *(1 + کی = *ههع f )u(‏ = ()(0۶) 


1۷ 2 ۱ du ی‎ 

٠‏ اللحظ ان 2 س [ + ”)2 = 24 = سس 
فك cilt ۳ dx‏ 

وبا آن عد ترود كود و حزان هد هگ اتال نان 48 اكع رو ور یم وب 2 

xX du dx 5 5 2 , 


الق ات TT‏ 


نتساءل الآن إن كانت النتيجة التی حصلنا علیها وهی: 
RY‏ 210 
dx du dx‏ 
صحيحة دومًا. والنظرية التالية التي تسمى بقاعدة السلسلة نجيب على ذلك. 


أنظرية (5,8)(قاعدة السلسلة) 


ادا كانت: («)/ دم حيث )م - ۷ »و کانت: 


24 مو جودتین (عند »+« عل الترتیب) فان: 
cx "Ey‏ 


مشتقة دالة التركيب: ((8)3 ) 7 = ل (عند ×) تعطی بالصيغة: 


dy dy du و‎ 
E E (H).g )2( = f '(g(x))g (x) 


)ع 


تال( ) 
َو جد مشتقات الدوال التالمة: 
y=cos2x (|‏ ۲ ۱۲+ الوصو 
۱ 
(r‏ د =sin”‏ ۷« &( 3( ۲2 +۲01 


بل 


۷ = 0052.۲ = 0051 سبو زو = 4 جح‎ = —sin@2x)(2) )١ 
دن‎ 
جح = '(1+ تيو ترز‎ 0 - 7-7) +1° 2) ۲ 
dx 
2 2, dy 5 . 
يروو عم 1و2 = بور - الك اج 2رد “وزو د بو‎ ۳ 
60 


lL # 3 1 ۱‏ 
£( ج ( جل كوم 1 2ج + [])ح رس 13م + )جر دبل 
01 


1 1 3 1 اک 1 ا 
ترس ترح+ گر یر جع زره x) x‏ +030 + 03+ ) - ار 


۱۳۶ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(۰۷)الاشتقاق الضمنی 
The Implicit Differentiation‏ 
(1) لنتأم ل ف ا مساواة التالية: 


2-3-0 + بور لدبو لي 


تجد أنه باستطاعتنا حساب ر بدلالة × واحصول على الصيغة: 
× -3 

[1- ع , 
بر +[ 


۳ ۱ دق 

۷ هذا العتا ٠‏ اه اوه 

ولكن : ون حمل يمكن |2 ف 
وذلك باشتقاق طرفي العادلة (5,9) الت للمتغير xX‏ مستفیدین من قاعدة السلسلة: 


=( دار جحع-3- + ]ر (» 1 ) 


y+y+xy' +1=0 


ومنه: («+1)-- (+1) ۳ 
5 بو +1 
إذن: E‏ له اي 
عد 4ل 1 


إن الدالة ۴ العرفة بالقاعدة (1,۱۰) والتى تزودنا بالقيمة ۲ تسمى بالدالة الباشرة أو 
الظاهرة أما العادلة ٩(‏ ,1) فتحدد تبعية القدار وس × بشكل ضمني ونقول إن لا معرفة 
ضمنیا بالعادلة ٩(‏ ,1) أو أن ] دالة ضمنية بالتغیر «. أو أن ۴ محددة بشکل ضمني بالعادلة ٩(‏ و 1). 
فمثلا ۴ العر فة بالقاعدة ت«2هصها + <3وم - f )x(‏ = ر هي دالة مباشرة آو ظاهر ة. 


(ب) لاحظ ف ا معادلة التالية: 
xsiny + ۷۵۵5۲ =0‏ 19 ا 
أنه يستحيل إيجاد ر بدلالة ×» لكن يمكن إيجاد مشتقها "۶ باشتقاق طرفي العادلة )٦,١١(‏ 
جح 0 = ۹11۲ 5٩112 ۷۰ XCOSYVY' +4 Y'COSX‏ 
جح ySinXxX—siny‏ = دومع + 5 0ع 26) ۲ 
SIN ۷۲‏ ~— 111-۷ ۳ 


e VECO 0‏ سیب ی 
XCOS ¥ + COSX‏ 


)٩, منال(۱۰‎ 


أوجد ميل الاس للمنحنى العرف بالقاعدة (۱۱ ,٦)ء‏ عند النقطة ر منه. 


ال 
5 ۳۹ 
EH ۳ ۱ ۱‏ 7 
من (۱۲ ,ا( تحد ک و 2 ۱ < 111 
سا حون + روومس 
را 2 2 
نان (۱ ۲1:۱ ) 
آوجد (ر) = "ر للدالة؟ العرفة ضمنيًا بالمعادلة: 
5 


7= ره + 32 


ثم آوجد معادلتي الاس والعمود على الماس للمنحنی عند النقطة (1,1) الواقعة علیه. 


ج “دج 0 ديرق + 6۱۷۲ جد 7= رد + 3y‏ 
8 2 4 
بك یت مم 
×4 + 33:2 4 _ م 7 4 _ در « ا اي 
تون 3 گر 3 ر 3 مه 
(عوضناعن ۷ با يساويها) 
2 5 7 4 


رو 3y‏ 3 
(لاحظنا أن 7= ×4 + 2رد ) 


4 
١‏ نیح ؛ -- 2 (1,1) ۷ 
ميل العمود على الماس: 2 << 70 


۳11 


معادلة الاس عند النقطة (1,1): وو ووو با 


3 2-1 
5 ۹ ۷ .تب 
معادلة العمود على اماس عند النقطة نفسها: 4-3-1 جد - - 2 3 
از 
#7 . 5 
أوجد = فيا يأتي 
dx‏ ۴ 
y=sinx? +sin 2x (f xy” + ysecx” +3=0 ۳‏ 


ال 
x” cosx* (2x) )١‏ “منود جر y' = 2tan xsec”‏ 


¥ = secu 2 y' = sec(tan2x) tan(tan2x) sec 2x2) (1 


۱۳۹ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


2 + y'secx” + ysecx” tanx* (2x) 0ح‎ )۳ 


2 2 
جح ر tanx‏ رمع 2 سس +secx*)‏ 2 
9 ء: 2 
tanx‏ اه ۱ ۲ 

ندند ال د = ل 

رم 

2۲۷ + ۲ 

۲ 3 هم‎ 2 N ۳ 
أبر‎ = cosx? Gx“ (+2510 (2x)cos2x(2) )5 


)٩, ٩( نظرية‎ 


۳ 


مغد د نيلك ۸ غاد سین (کسری)ه کی كوهد ۳ 
(من أجل جميع قيم × التي تكون عندها المشتقة ۷ موجودة). 


الرهمان 
(أ) 21 n‏ (عدد صحیح سالب) 
نضع : - = ۱ )m  1۳(‏ ؛ فنحد : سل ۳ ۳2 
A‏ 
111-1 
1-0 ايع ورب - کے ر 
x 2m‏ 
1 يريو ے ٣‏ ورو 
(ب)*0 € ١‏ (عدد نسبی موجب) 
۳ 


¢ P 
— ۹ ١ 7 EZ .كد وو(‎ ۳ 
نض و ( > 22:4 فنجد: ا‎ 


و مته : رح و 
با لا شتقاق» نجد: 
و تروت 
لدي / ۱ 1 4و ۴ 
کے 25 ۱ ج ل 
سو 0 53 0 
دور نور 
٩ = nx‏ پو کے 
4 


(ج) 0 ۶ 0 (عدد نسبي سالب) 


+ 1 
E.‏ ۰ د سون ا ا ای 
نضع : »)m 2 0 0 MX‏ فتحد داح 7 بت 


اتات ۱۳۷ 


وبالأسلوب نفسه الذي اتبعناه في (أ)» نجد آن: 
11-1 : 
25 < ۷ 
ومن الواضح أن النظرية صحيحة إذا كان 0 .١‏ 
نظرب 2 (۰ ۱ ,ل( 
إذا قبلت الدالة/ العرفة على الفترة (۵,0) التی تنتمی إليها النقطة × دالة عکسية ۲ واذا 
كانت / قابلة للاشتقاق عند × ومشتقتها ۶۵0 . واذا كان 00 ۴ر ددع فان الدالة + ت قابلة 


للاشتقاق عند لا وان مشتقتها تساوی: 


e 
) ( )(( ۳:۵ 


تال( ٣وا‏ 
لتکن دالة معرفة بقاعدتها: 

f : 7ج‎ +1 ۱ 
) ٩ ()3( آوجد:‎ 


قفا 
إن هذه الدالة تقبل دالة عكسية على 1۸ء ومن الواضح أن حل العادلة: (#)/ -« إذا كان 


2-3 هو: 
1 
#ج 7 [ند ت 
ادن: 
90 1 1 تک 
=A =2‏ 803 سس رس < (۳3( E‏ 
O) 2‏ 
2 3 
9 چک ی ی 
طريقة أخرى: 
قاعدة الدالة العكسية 7 هي : *(3ح )چ چ ينو 
بالتالي» فإن: 


(f00 =3) -1(” > )۲۳۱()3( -3)22 =2 


تسس سس سید 
: چا 
8 عدد دياس =x)‏ 1۳۳ للاشتقاق e‏ سس 
(x)‏ و() + تع( / 


۲ قابلتان للاشتقاق» ±0 )م د یت 5 
g(x ۱‏ 


۳۳ TT 


(×)ع=س قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير × 
(u) Ê F ۴‏ ا 2 
(س) قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير دا 


)۸, ) المشتقات من مراتب عليا 
The ۳۱۱۶۱۱۵۲ Order Derivatives‏ 


تعری ف (۳,( 
إذا كانت الدالة "7 قابلة للاشتقاق عند ×» فاننا نسمی مشتقتها بالمشتقة الثانية للدالة | 


5 5 , 64 ۲ 
f (=F o) سح‎ (f) 
xX 


4*۲) 
dx 


ویرمز ها آیضا بالر مز : - ()۲ ۶ 


وبالطريقة نفسها نحصل على الشتقة الثالثة وهي تساوي 
13 ۱ 
ا =(" کے = وم = هم ۶۱3 

Ax دا‎ 


وأخيرا نرمز للمشتقة من الرتبة ۸ بالرمز: 


۳۳۹ 


TT 

فان( ا 

أوجد الشتقات من الرتب الموضحة آمام كل دالة: 

| ۱ 
f()=x3 ۲ n=4 FO) =7 ۱‏ 9-2۰ 
A‏ - ()/ » من الرتبة « 04 04 )اهنم الرتبة 9 
۳ 
i2 ۵‏ - )م ۰ من الرتبة 0 5 0 من الرتبة 20 والرتبة 21 


سس 
0 4مو5- )"رج کر 345( f‏ ج را5 - (د) 40 
۲( 5 رد حت :4 ای ۲ یک کیک = (aE)‏ 
۳ 1 ۳۳ - )م ك 2 17+ 1- = 00 س 1777+ )1.2= )"۴ کڪ ... 
کے *(1 بعر اه ون (۲3 را کے ... 
حم ۰۳ زاس رات روي لير 
(f‏ عدصذه ع () حم (3+ »من f=‏ © (25 + زو - )"م هل 
جه كور + e) = sing‏ 070 ري 
۵( 99 )مه م 1۲ = f(x)‏ سيمل 
س 2 +0 ستو "2 = من £ 
Og O‏ حي O‏ یک )2 19 دازون a‏ 


18.19.20 = () ( !20 = !20 = ر( ۳ ۶ ے 0 = ور ۶22 


+ ۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


٩(‏ , ۲) الدوال المثلثية العكسية 


The Inverse Trigonometric Functions 


(The inverse sine function) 5 (أ) دالة اخیب العكسية‎ 


5112 < f جانو:‎ ۲ << 7 


7 
2 

تأمل في دالة الجيب «ذه تجد أن كل زاوية تنتمي للمجموعة ۸ بقابلها عدد وحید 

پنتمی للمجموعة 8 وبالعکس کل عدد × ینتمی للمجموعة 8 يوافقه زاوية وحيدة تنتمي 
لجر عة من أف له الال شل هالة ك سس فا مدال اليب القکس 2 


8 
2 


ونرمز لها بالرمز sin‏ اذن: 


ت 59-5 ات 
sin" x‏ د وجرن f ° =sin‏ 


sin x‏ ۷ جح ۷ 5112 ح د :زر 
(٦,1 ٤( 7 5‏ 


۳ سا تن 


۱ 7 8 3 
هی ل ع E e‏ وس ای 
2 3 2 2 


(شکل(1,۷)). 


از 
2 


شکل (1,۸). 


١‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(The Inverse cosine function) cos (ب) دالة حيب التمام العكسية‎ 


.)1, ٩( شکل‎ 


1 ح عر جب ۰:۷ < 605 


7۲ < ۷ < ۷0 


بالأسلوب نفسه الذي و جدناه عند دراسة دالة ایب العكسية» تجد هنا: 


)۲, ۱۵( 


نسمي الدالة وم بدالة جيب التمام العكسية. 


۱:۲ 


محال الدالة: [1,1-] 


مداها: 71 ,0] 


شكل ( رک 


)٩, ۱۱( نظرية‎ 


۱) اذا کانت =sin x‏ )م y=‏ خا - 


1 وك 


١؟)‏ ذا کانت وتو )م y=‏ حيث: 0< ر < 7ن فان: 


الر‌همان 
=sin x (١‏ بورح TTY x=siny‏ 
îr‏ 7 
سب 3 ا 
۱ 2 


2 
لنشتق طرف المساواة في ١7(‏ و1) بالنسبة للمتغير »اه فنجد: 


بزنزووت -1 
1 
و منه: کا (۱۷ ,1( 
COSY‏ 


واستنادا ال العلاقة ٠١(‏ ,1 وللمتطابقة: 1= ر ممزو+ر “ومه» نجد *×-1= ر مذو 1= ر وو 


(بالاستفادة من ۱١(‏ ,1 وبا آن: 


0< 09 لآن E‏ » فال: 


ء ۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


6065 ۷ < 1-۲ 


بالتعویض في العلاقة (۱۷ ,1 )» نچد: 


۱ 1 


زنل 
1-7 


۲) برهان هذه الفقرة مشابه ماما لرهان الفقرة (۱) ونت رکه کتمرین للقارئ: 


مئال (۱۵ و*) 
آوجد قيم القادیر التالية: 
0( سا 
sin@cos 3 2s 2 (‏ 


با ا ل 
sin(cos" +910 --( )۳‏ 
Sin(COS < 90‏ 


تسیز 
۳ 


3 ع / ۱ : : 5 
| )د ضع 5 = سب - < رون لکن فترة تعریف × هی : 0< 7 2 7 فالزاوية تقع في 
الربع الثاني. ادن: 


0 < 5107 وهی تساوی: دوه 
: وج : 
و 5 55 2 
٠‏ الل حظ أن ال او نة سد مر إذن: 2 
امن زاوی »۱ 1 3- مس و 
1 32 . 
(sin = —‏ 
2 6 5 
ما : 5 2 
۲( دوزو دوت رو[ < - وال اه یه حادة. : 
بع 5 5 5 والزاور - 
ET‏ ۴ 2 
ادن ۲ ۶-518 COS‏ = 605227 
71 3 د 4 3 
5-39( = 
2 0 2 ۱ 3 
بالمثل : ند پر دس 


دعكا ووموت == ی0 
5 3 
والزاوية حادة»إذن: 5 224 = 7 008 251107 = ٩112‏ 
1 1 2 ۱ 3 3 
eh = a‏ ا 
۳ نضع : 7 ۷ 2-813 حنم = ٩110.۲‏ 


1 hs a 
605 = - (2605 نضع: ج‎ 
3 3 ۳ 


الق ا 
لکرت: 9 > 0< < (من تعريف الدوال المثلثية العكسية) 
إذث: × تفع 2 الربع الرابع»و ۷ زاو ی حادة 


sin(y + x) = sinycosx + cos ysinx بالتالى:‎ 


کے زم واه 
6 اب کاس 
| 


2/6 © 55 2 س 
كد COSX‏ (تقع × ي الربع الرابع)» 1 = ۷ ٩17‏ (۷ حادة). 


مال )5.1١5(‏ 
أوجد مشتقة كل مما يأتى: 


y=sin 12x )١ 


y=(cos 1 (x-1)* +12 ۲ 


امحل 

05( بت تسوت فص بیان 
2/12 (1-2)-آل ودع إل 2 

1 ( (1+ 1(2-ي) e08‏ = ار 


۲ 1( سب 
2 1 ِ 


| 
و‎ (cos (x-1)* + 12 (1-ع)‎ 


"ازل 1 


(ج) با لشسل نعسرف دالة الظل العكسية 


بسن | غ 


(The inverse tangent function) tan 1ب‎ 


ودالة ظل التمام العكسية 1- cot‏ با لشکل :(The inverse Cotangent function)‏ 


۱1 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


x (|‏ ها ارت x=tany‏ 
E‏ 59 
یس ۰ مسا شكل (۱ ۱ Uz‏ 


۲ج 00۱ دعر 


حيث 7<<0 شکل (۱۲ ,1) 


۷ = 1۳01411 ۲ 


۷ أ مقا د‎ x 
11+ محال الدالة:‎ 
Ê 2 
--3( اها:‎ 
۱ 2 21 ا‎ 


شک وا 


جال الدالة: +11 


ملاها: (0,7) 1 


5 لضم‎ ¥ > cotî A 


٦,۱۲ شکل‎ 


0 
3 
۳ 
1 
7 
۳ 1 
2 = 
5 
َه 
دی 2 


وده - 


(1,1۸) 


١ ۷ المشتقات‎ 


نظرية (۱۲ و؟) 


1 | 7 2 1- 
6 = اوح سح ل ج اس را 13د ۲ 
2 2 


1+2 


۲( چ = كر ل 0> y‏ دجب لكاو د بر 
l+xٌ‏ 


الرهان 
x =tany < y= tan" x (١‏ (1۹ ,1( 
لنشتق طرق المعادلة ۱٩۹(‏ و1) بالنسبة للمتغیر ‏ فنجد: 
"زد sec” yy' = )1 +tan”‏ =1 


ر( ”× +1) = 
(استنادا للمعادلة (۱۹ ))٩,‏ 


5 5 
و ميك , 3 = yJ‏ 
“د +[ 


۲) بالمثل نبرهن الحالة الثانية. 


(د) و آیضا نعرف دالة القاطع العكسية "مء ودالة قاطع التمام العکسية 


: بالشكل‎ (The inverse cosecant function) csc 


۷ "` عمق ۷ بت ١ x=secy‏ من ۱ 
0 ای شکل (۱۳ )٦,‏ 


حت . 0 و و 
۲ 1 (9؟55) 


۲( د بواج بوعون دير 


37 r 
2 حت . () << ۷ م2726‎ 


۱1۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


محال الدالة: ([1(<)*:/<1 ,1-)-8] 


اھا رگد مون ركبم 


کل ور 


y=‏ جر ممو ‏ د 


الرمان 
لتثبت الفقرة الأولى فقط وبالثل ترهن الثانية. 
من الملاحظ آن: 


۰-۷۱۵0 ۹60۷ در «امر ) 


باشتقاق طرف العادلة بالنسبة للمتغر ×» نجد: 


اتات 


1 =secytanyy' 
: ۱ ۹ 
 - و مب . سس‎ 

sec y lan ۲ 


E 5 
حم ۷-1 "960 < از تسه‎ sec” yY=1+ tanُ y لكن:‎ 


tan y = + sec” ۷-1‏ ونبمل إشارة السالب أن ( ,)0,5 6 ۷. 


ادن: 1- ”× ل = ۷-1 “عوول = رما (استنادا للعلاقات (۱ ۲ ,1)). 


a i 1 ۳۹ 
.))71, ۲۲( ر (استنادا للعلاقة (۲۱ ,1) وللعلاقة‎ r e 
)", ۱۷( مئال‎ 
آوجد مشتقات الدوال العرفة كالآتي:‎ 
f(x) = )1 + "ی‎ (2 (۲ f(0) =xtan Jx )١ 
f(x) =sec  2x-2esc 2 ) 6 f= ب‎ (۳ 
sec" x 


ال 


1 3 1 
ددم‎ 3 ۱ 
f (x)=tah 0 TE ۳ ( 


1 3 
ا س) 2( کر امه +01 - () f‏ 
+1 2 ۱ 
كي لهو + )و3 0 
كبر + | 
1 1 1- ۰ 
6 سس (سس.- یز f (x) = (sec‏ 
ید 886 1ح كي ام 
۱ 
x)‏ ا sê x -1(séc‏ 
£( سس تس سس سب سس و کے 
1 رو XY‏ 1- بر ۹ 1- 9 .2 ۱- تيرك 2۳ 
مثال (۱۸ )٦,‏ 
أوجد مشتقات الدوال المعرفة كالآتي: 
y=tan (x +1) (\‏ ¥( 0+1 دبر 
xsec 1 (2x + ۳۳‏ - 1۷ £( و امه عبر 
x‏ 


)1 < ۷ < )( 


f) < 


۹ 


(1, ۲۲( 


۱9۰ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
الا 
ا 


۱ _ دارج و کی = 
I+(xX +‏ 


y=co Jx +1 لت دوج‎ ۱ (۲ 


تدع 2 1+1 
1 1- 
[+رل2 +2 
y= xsec 1 (2x +1) (۳‏ 
tal‏ 
(2x+1) (2x +1)” -1‏ 
E (٤‏ او و ا مو Y=‏ 
2 1 | ۱ 1 
را 
6ت 
1 _ ا 1 
جال ا اس 5 
3 


E 1 : 55‏ 
sin x‏ = ر ج += روزو جه = روو ج د لوي د بر 
ار 08 


)1< 7 < 0( « = 


1 
8 تيك . [ 15 


ال و 
أوجد قيمة كل من: 


sin(seé (2)) (۲ 8 5 (١ 


ال 
)١‏ 2 مها = ج = a‏ (والزاوية × تقع في الربع الأول) 


الچ اني ۱۵۱ 


sSinx= E و منه:‎ 
J10 


۲( (ه) وه = بروةو - للم 


(والزاوية تقع في الربع الثالث) ۱ 


۱ 3 : 
سب = 0086 = سن د 31116 
2 2 


(۱۰,) التقریب الخطى 


Linear Approximation 


لنفرض آن: ((1)۸ ,00 نقطة محددة من منحنی الدالة ] المعرف بالمعادلة: 
(10 - ۲ 
والعرف على الفترة (طبة) شکل (۱6 ,1 وآن: (۸۵+)/۸۵ +00 نقطة أخرى من 
المنحني قريبة من الوضع الابتدائي ۰0 حیث ۸ التغیر الذي طرأ على المتغير *. بفرض أن ۸۷ 
هو التغير الذي طرأ على المتغير ر» فان: 
CTT) Ay = f (x + Ax)— f(x)‏ 


إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق عند »× فإن: 


الك ورزر - شلک ورزر - ويم 
۱ : جرم ۱ 


اذن: ۶*۵ عه 3 عنما کون اسف صقا جدا: 
ومنه نحصل على الصيغ المتكافئة الاتية: 
Ay x f (JAX‏ 


f(x+Ax)- f(x) f (x)Ax 


CED fA) ع‎ f(0) + fF ODA 


0ا 


اخ ١‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


اتعریف )٩,4(‏ 
اذا كانت الدالة ] قابلة للاشتقای عند ×> فان تفاضل هذه الدالة عند × يرمز له بالرمز إل 


| و یاف بالض قة اا 


)" , ۲۵( دوقن‎ f (OAK 


تکتب الضيغة (۲ ١,‏ ) بالشکل: 
f(x+Ax) ze f(x)+dy‏ 
( |۵۸| صغير جدا) 
احق دار٠‏ 
CAT L(x) = f(x)+ dy‏ 
نسميه بالتقريب الخطي للمقدار :۸:۵ + »)۴ (عندما یکون |4۸| صغيرًا جذا). 


ر 
EEA a a Q(x+Axf(x+Ax))‏ 
ف Ay‏ 
'(xX)Ax‏ و 
سل i) kesa a ala‏ 
Ax‏ 
XFAK‏ 3 


m =tan Û = f ' (x) 


شكل (۱ و"). 


جات ۱5۳ 


مئال(۱۹ و") 
إذا كانت ۶ دالة معرفة بالشکل: × = ()/ فأجب عا يأ : 
١)أوجد:لزل Ay»‏ 
۲) إذا تبرت »من القيمة 1 إلى القيمة 1. 1 فأوجد: 
ول » وھ وتقرییّا خطيًا للمقدار (1 .۰ 1) . 


ال 
)١‏ 7-0۵3۵ 
لت( +( ۸۵ ۸-0 
کر )+ هه را 
(A)‏ + )3+ حل “31 = 
(“(مة) + 3xAx‏ + رو 
20۲ 1- 1.1 ديرم إذن: 
dy = 3)01(* (01) = 3‏ 
Ay = 0108 + 03 + 0.0 D5 = 01)331( 1‏ 
3 = 03 +1 < يوق + (1) عر = L()‏ ع f(D‏ 


قال( ۶ ۲ 5 (٦‏ 
بالاستفادة من الدالة ۴ المعرفة بالمعادلة: 
۷ - ۵ = ر 


9۰/41 2 
قارن ما تحصل عليه با تجده من قيم لهذه الأعداد باستخدام الآلة الحاسبة. 


ال 
لنغير × من القيمة 4 إلى القيمة 1 . 4 فنجد: 1 . 0 = ×۸ 
وباستخدام العلاقة (1۱ ۲ )نخد 


ء ۵ ۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


f(4) + £f'(4)(0.1)‏ = (4.1) ز 
E E‏ 
2/4 


5+ 2 - ل + 2 یہ 


2.025 بنج 


وباستخدام الآلة احاسبت نجد:20248456 ± 41ل 


و ایضا: 
(040- )(4)'عر + ر4) عر ند (ر39) کل 
2-5 نج 
0 5 بد 
ویاستخدام الآلة اسب نجد:7 1974841 = 39 


ا 
استفد من الدالة ۴ المعرفة بالمعادلة:×2 510 = (۴)۸ = ر لإيجاد قيمة تقريبية للمقدار:(0.01)]. 


ال 
f (00D - f (0) + 260500001‏ 
002 بح 


)٩, ۳( نتیجة‎ 


من العلاقة (۲۵ ,1) نجد أن تفاضل المتغير (الستقل) ‏ هو: 
2 01 
إذن» تکتب العلاقة (۲۵ )١,‏ على الشکل: 


dy= (۲‏ 
هذا یعنی أن تفاضل الدالة ۴ العر فة بالقاعدة: 


۷ = (x) 
.× عند × يساوي مشتقة الدالة عند × مضر وبا بتفاضل المتغير (الستقل)‎ 
: و مد ما فان‎ 
برس له‎ 
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فمشتقة الدالة ۴ عند × تساوي قسمة تفاضل الدالة عند × على تفاضل المتغير (الستقل) ×. 


الت ات ۵ ۵ ۱ 


(۱۱ ,1) طريقة نيوتن لإيجاد الجذور التقريبية للدوال 
تأمل الدالة التالية: 


f0 ثرح‎ + ۲-1 


تجد أن ؛ متصلة على 1۸ وأن: 1= (1)/ر,1- - (0) ۶ 
حسب نظرية القيمة الوسطى» یو جد جذر » مذه الدالة محقق الشر ط: ۰<0 <1. 
يتضح من بیان الدالة ۴ أن هذا امحذر وحید شکل 
(۱۵ ,1). لنختر العدد ر ند ملق الف (00) 
کتقریب آول هذا الجذر» ولنكتب معادلة الاس 
منحني الدالة عند النقطة ((,:) /,,+)» فنجد: 
(رد-م(ند) <(د) ۶« وبافتراض 52 
هو الاحدائی السيني لنقطة تقاطم هذا اماس 
مع المحور ×» فان: 


O— f(x) < f (x(x — ند‎ ( 
. و هنه‎ 


x) f ۰ 
(TT ag جر تا رم = ووو حت‎ 0 
2 | FO) f (x 


شکل (۱۵ ,1). 


ls: 


وبا آن: 1+ 3= )"م » فان: 


3 ۱ 3 3 1# ۱ 
TT‏ ج چ7 


ل | ل 


وحسب (۲۱ و ا)» تجد: 


۳ x 07142857 


١5‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۰ فج 
1 


((22) /,22) » فنجد: 


رو - )x2()‏ از - (و2) نر 


إن الا حدائي السيني لنقطة تقاطع هذا الستقیم مع الحور ‏ هو: 


رید 10 ف 2 )1,۷( 
( ) 1 


۱ لنعتہ 13 تقريمًا جدیدا ولنتابع بنفس الاسلوب فنجد: 


(1,A) 
و هکذا؛ فان:‎ 
5 حص‎ 5 
۳۳ ود‎ 
7 2-17 اه 3ے‎ 7 
7 0 S68 
وصصووو موی 1- 8 1 2 ا‎ 
و‎ 1 
500 فد ی‎ 
x5 = 2329د چیو 21 24 + (مت _ ويد‎ 


RA) +1‏ 
من الملاحظ آن:1 0000000 2۶ 1- ويد + )x>(”‏ 


يمكن أن نبين أنه إذا كان: y€‏ كانت ۲۳ متصلة بالقرب من ۰ 0 عد (©)'/ . فان 
الأعداد .......بد.تد,ود تقترب سريعًا من العدد ». من الملاحظ أن هذه الشروط محققة فالدالة ۴ دالة 
كثيرة حدود؛ 0 < عد" ر دوما X1‏ قريبة من ». من جهة أخرى للحصول على جذر مقرب إلى 
× عدد عشرىء علینا متابعة العملية السابقة حتی نحصل على تقریبین متتابعین تکون فیه| الأعداد 
العشرية الاول والتی عددها × نفسها في الحالتين. 

فإذا آردنا جذرا للمعادلة مقربا إلى رقمين عشريين فقط نتوقف عند بد ونحصل على 
القيمة التقريبية: 0.68 ند ح 

وإن أردنا جذرًا للدالة مقربًا إلى خمسة أرقام عشرية نتوقف عند 75 لنجد: 


C= 068232 


الج ات ۷ ١‏ 


آو جد باستخدام التعريف مشتقات الدوال العرفة كا يلي: 


) ۲۲1+ جد ور ۲ ۰۷۲-1 ()7 

۳ ل( 5) -3x+2‏ وار 
2 ۲ > 

f) ۱۷4+ —x )5 ۳, 8 
31-2 

۷( یی هر زگ ۸( 1-27ل + ثرح () 
38 

۶ )( - 24 +5x (1° f) = - (4 

)=-3( 


باستخدام التعريف آوجد مشتقات الدوال المعرفة كما یی عند النقاط المبينة إن وجدت: 
0 2-3 - () ۶ عند 2 =+ 


0017 "لداع )م عند 0 =× 


BxX-9 > 2‏ ` 
1۳( م 1<()/ عند 2 < ۲ 
2X 1,۲ < 2‏ 
0 > 1-17 + | 
01 ر 4-(8)/ عند 0  <‏ 
+x, 20‏ كير 
ax +b,x > 1‏ 
6 اذا کان: ۱ = ()/ » فحدد قيم ,۵ التي تجعل الدالة ۴ قابلة للاشتقاق عند 1 = × 
2<1. — 5 


5 


5) ادرس قابلية الاشتقاق للدوال المعرفة كما يل عند النقاط المرافقة: 


X= 7) عند‎ » | )۷( < sin )أ(‎ 


[ > 6 +31 
( = عنك1 =× 
چ I‏ 
0 > + 
رخ( a Dak FO‏ 
20 د 
21م =3 


(د) “=  )۲(‏ عند 1 = × 


<| 


نم | بم 


۱۵۸ 


تطسقات ف حسابت التفاضصل والتکامل 


آوجد مشتقات الدوال العرفة كا پل (دون استخدام قاعدة السلسلة): 


2+۷ تبرت هن ۸ + له( 
x‏ 
=x + (۳۰ )(<-02-3(* ۹‏ رد 
2 1 ۱ 
۱ *1(2-:):د ‏ (#ر)" دن 
) *(1-)د < دمر يي TT‏ 1 
1 4 3 با تين 
a + + ۲۳‏ 4+( =( 
29 8 مر ف 
۵ (5+ تلم( + ) ع()ز EDO‏ تب( وق FOS‏ 
و 4 
E E ۷‏ ل ورور وا AE‏ 
(x + ×(‏ + | 
٩۹‏ آوجد ميل المماس للمنحنيات العرفة في التهارين (۰)۱۷( ۲ (۲۱) عند: 1= . 


(۳۰ 
۳ 
۳ 


5 


(TA 


۹ لو . 5 
أ ويد - في کل من الدوال العرفة كما يلي: 


(2x + 7‏ ۷ ل 15 ل _ (x‏ ۱ 
ارت 
(x7 +1)“‏ 
دح ر 2= ودل ٥‏ )1= ب تير 
2ل + (TY‏ 3- + ر + 
أوج_د ميل الیاس للمنحنی المعرف في التمرين (۳۶) عند النقطة (1,4) وبا مئل 


للمنحنيين المعرفين في التمرینین (۰)۳ (۳۷) عند النقطة (1,1). 


3 و2 . 
او حل ت ف : 
dx °‏ فيا يلي 


y=xsinx+co83x (f ٠ y = 31027 +COSX 

y=tan3x +cot2x ۲ “درأو د بر‎ +secx 
y=tan + (f “ملو ان‎ 

y= (2+esex)? 1 ۲۳۹۳ مسا‎ 


دوق +1 


لشتقات ۱۹ 


y= (sin lx + ت( لدم‎ (EA y= sirî دي “ومع‎ ۷ 
y= cse(cos” 3x) ۰ y= ۹00 +1] (۹ 
x+sinGy + y) + “ووو‎ =5 (0۲ y+ ysinx+xcosy=3 (01 
y= lx + tan 3x + 4 ) & رل. + دل‎ =4 ۳ 

y=co®Gx+D+seOx+1) (06‏ 01( برعي +960 حبر 


أوجد ميل اماس للمنحنيات العرفة في التمارين ۰9۲۰۵۱ ٠٤.٠۳‏ عندالنقاط التالية وعل 
الترتیت: (0,3)ء (4,0)» (4,4)ء (0,2). 


أوجد مشتقات الدوال العرفة كما يلي: 


y= ب عون شين ! مق‎ (OA 0 =sin ! 2+ ج13 ]هون‎ ۷ 
"3 
صقار‎ ^ (Gx +2) (1° y= x sec x+esc 12x (04 
y= (sin 2x +cos 1 3x)* (1Y y=secl(esé lx) (1 
. dy 1 
۱ او جل س‎ 
نت 01 فیا يلي‎ 
و 3 لتووع + وزو‎ 00 sin (ay) - y3 NY 
(1+cot 2)2 => + 2 ٦ (10 
أوجد قيم المقادير التالية:‎ 
و یز رن و ور‎ 
cos(Asin *(—)) (TA sin(sin"—+tan ۰-( (¥ 
3 2 ك‎ 
tan(cos +i 1 (V sin  1+cos 1 (-1)+tank-1) (14 
sin@cos "(2) (VY sec(2cosk1)+tan 1) ۷۱ 


أوجد المشتقات من الرتب الموضحة للدوال العرفة كا يلي: 
۳ 3+ 47+ = ر من جميع الرتب 


« ر من الرتبة‎ = )٤ 


۳ 


+۱۹ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۵ :5:93« من الرتبة 0 
آ/ا) 605927 من الرتبة 8 

۱ 2 15 19 _ أ a»‏ ْ 
(VY‏ 1+ ی y=x‏ من الر تبة 18 19 
=se x (VA‏ « من الرتبة الثانية 


۹ آوجد ”لا للدوال العرفة كما یلی: 


sin (ب) 2 - 1 ل رج 1 ۷ جرج‎ x و‎ =1 )( 
y= tan x” )و(‎ y= tan” 2x (ه)‎ y= se (د)ع‎ 


۰ إذاكان: ۳6(<5/ ۰ 7-()ع ۰ 4-(3'م فأوجد: (08()3/) 
۱ إذاكان: 3-(5'م » 4-(6)ج ۰ 6= (۵")4 فأوجد: (09()5ع) 
۲ ذا كانت معرفة بالشكل : 


۱ × + XX > Û 


0= ۲ لاع () [ 


۱ 7 
Ktanx,~ > 0۵ 


فان قيمتي 16 .1 اللتين تجعلان ۴ قابلة للاشتقاق عند 0 = × هما: 
 K=0L=0 (Î)‏ (ب) K=1l«L=0‏ 
)ج( K=0L=1 (3) K=L=1‏ 

۳ إذاكان: ۰-603 ۲ “دز د نر فان عند م تساوي: 
4 دار 3 (ج) (د و شيء ما ذکر 


1 : ¥ ۲ عق dy‏ . 
إرشاد: ص 3 جیتسا ڪل 5 _ ۳ 


dt dt xX X 


۸2 او إذاعانة: 
(x‏ 
x=sin f « y =cos f‏ 


3 
1+ شرع برع 


التسقحات ۱1۱ 


z=sinîx+x* ۷ = 273 E 22 + 1 إذا كان‎ ۵ 


فأ و جد 41 لح ا من قاعدة السلسلة 2 2 ل 20 )م 
dx dz dx dx‏ 


٦‏ آوجد = في کل ما يلي: 


Y= 1 51 x= + ((‏ 
i+ |‏ 
(ب) اون اذه د y‏ 
: 3 
(ج) ۷ - ti‏ /3 “وو - 7 
(د) 5بح2ب+ هم -۲ ۱ 
(ه) و۲ ال ونه = 
e: :‏ 3 
رو [(1+-3)2] 9111 << بز =tan” xX‏ 7 


۷ إذا كان حجم الاسطوانة معرّفا بالصيغة: 


زک بن 
3 


وکان طول ارتفاع الاسطوانة مقدارًا ثابتا ويساوي 30 سم. فأوجد 
|( ۸۷۰۷ 


۲( ادا تغم برت × من القيمة 7 إلى القيمة 7.005 فاو جد : قر اطا لقا 1 (۷/7۰۵05. ما هو 
الخطأ المرتكب في آخذ هذه القيمة. 
(AA‏ إذا كان حجم الكرة يعطى بالصيغة: 


و کک 
3 


حيث × طول نصف قطر الکرة فأوجد: 


۸۷۰0۷ ) ١ 


1۳111 


؟) |ذا تغیرت من القيمة 11 إلى القيمة ۰۱1.003 فأوجد تقرییّا خطيًا للمقدار: (۷)۱1.003 
ما هو الخطأ الرتکب في آخذ هذه القيمة. 


۹ استعن بالدالة ۴ العرفة بالشکل: 


(۹۰ 


f) =x” - 
۵ < 3, 5,7, TE 


لامجاد جذور الأعداد التالية: 

1 3/57۷۷ ل ‏ مقربة إلى خسة آرقام عشرية مطبقا طريقة نیوتن. 
أوجد جذور العادلات التالية الواقعة في الفترات الرافقة: 

60 ,0,10 -1- + *ند مقربة إلى آربعة آرقام عشرية. 
(ب) [1,2] ,2=0- ”×- ”× مقربة إلى آربعة آرقام عشرية. 
(ج) ۱0,51 ,0 - ۲ ومع ند مقربة إلى عشرین رقا عشريًا. 


(د) [0,4] ,0 =100- * × مقربة إلى ستة آرقام عشرية. 


(شمم سابع 


خواص الدوال القابلة للاسَنفاق 
THE PROPERTIES OF THE DIFFERENTIABLE FUNCTIONS‏ 


( , ۷ القيم القصوى للدوال 


تيف (۱ و ۷) 
لتكن ] دالة معرفة على الفترة 1. نقول ان الدالة ]: 
۱) متز ايدة (ع510هع1(0) على 1ء اذا تحقق التای: 


( حد) [ ک 0 F(x‏ ج وتان هه [x‏ © لا و دي 


۲) متناقصة (ع160:62510) على ۰1 إذا تحقق التالى : 


f>)‏ ( جد ) Ff‏ حت وعد > E Ex)‏ جد يدا 


۳ ثابتة (امداهه0)) على 1ء إذا تحقق التالى: 


لكل 7 € جع , بعد ء فال: fxg)‏ < رند) /ر 


١17 


Bt:‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(x¬) (1) 


(ج) دالة ثابتة 


شکل (۱ , ۷). 


تصریف (۲ , ۷) 
نقول إن للدالة ! قيمة عظمی (عuاة۷‏ حسهنه/) (مطلقة) عند نقطة ء من مجالها 5 إذا ا 
کان: 
(100 أكير قيمة للدالة على مجالها 5 آي آن: 
(©)/ > ()/ لكل 5 € × 


وقيمة صغری (3106/آ صحصنج۳) (مطلقه) ادا کان: 
()1 آصغر قيمة للدالة على مجاها أي آن: 
(©)/ < )م لكل 5 > ۲ 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱15 


مثل هذه القیم تسمی بالقیم القصوی للدالة على جاها. 


۴)۵0 قيمة عظمی ()] قيمة عظمی (1)0 قيمة صغری 
(ط)] قيمة صغرى (1©)] قيمة صغری (4)] قيمة عظمی 
شکل (۲ , ۷). 


ت OE‏ ۷) 
۱)نقول إن للدالة ۶ قيمة عظمی حلية (460 عند نقطة عنمن عناها 5 |ذا وعدت فترة مفتوحة کح 7 
تنتمي إليها النقطة » (1 > ء) » بحيث یکون: 

x > لكل1‎ /) > /)©( 


۲)نقول إن للدالة ؛ قيمة صغری ملية (©)1 عند نقطة » من اها 5 إذا وجدت فترة مفتوحة 5 ح 1 
تنتمی الیها النقطة » (1 > 6) » بحیث يكون: 


2 


0)/, < ()/ لكل1 > ۲ 


١‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


[حابة](0]3)-1. (و»)1 قيمة صغرى محلية 


شكل (۷,۳). 


.5 ۰(ع)1 »رون )ا قیم قصو ی له على‎ Fc) feo) « fe) 
(نسمي القيم العظمی والصغرى المحلية بالقيم القصوى المحلية)‎ 


نظرية(ا! ,۷) 

| إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على فترة 
| مفتوحة (9 ,ه) تنتمي إليها النقطة »» وكان للدالة 
قبمة فقصوی مخلية عند ه» فان: 6(<0) ۲۲ . 


تا ری 4 (۷۷) 
إذا كان للدالة ۴ قيمة قصوی محلية عند النقطة » من الفترة (ط ,) (الحتواة في محال الدالة 66» 


فان: 


)e(=0‏ گر أو (غ) ”ر غير موجودة. 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۷ 


f' -ه©)‎ 0 


نتيحة(١,/7)‏ 
اذا كانت الدالة ۴ متصلة على فترة مغلقة [,3] وكان للدالة قيمة قصوى خلية عند نقطة عع 


(ط به فإن: 6-0 أو (©)"/ غير موجودة. 


تعریف (4 ر ۷) 
نقو ل ان العدد ۳ من حال الدالة ] عدذ کي له الدالت إذا كانت 0 — )6 آو کات 


ظ Ff CE)‏ غير مو جودة. 
(۲ , ۷) النظرية الااساسية للاتصال 


نظرية (۳ , ۷) (النظرية الاساسية للاتصال) 
إذا كانت الدالة ۴ متصلة على الفترة الغلقة [ط ,ه]: فان للدالة على هذه الفترة قيمة عظمی 


(مطلقة) ۷ وقيمة صغری (مطلقة) 0. أي يوجد عددان 8 به ینتمیان للفترة [0 ,2] بحيث یکون: 
(1)8 < ۷۲ , (1)0 < ۱ 


١ ۸‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


:m, M لا مجاد‎ 

۱ نبحث عن الاعداد الحرجة للدالة ۴ التي تنتمي للفترة [ط ,ة] وقیم الدالة عند هذه الأعداد. 
۲ نحسب قيمتي الدالة عند طرفي الفترة: (ط)؟ ,(8)] 

۲ نقارن بين هذه القیم فأكبرها هو ۷ وأصغرها هو «. 


شال ۱ و۷ 
آوجد القیم القصوی للدوال العرفة بمعادلاتها التالية على الفترات الرافقة 


]-1, 2[ مر - رن‎ )١ 
]0, r] f0) - 1+ (۲ 

اھ 3 
۳( ی 3= (عد) ل ]1 ,0[ 
x )5‏ “مم ع(د) [1 ,1-] 
ال 

۱ (1) جذور الشتقة: 

)x( = 3 - 4 0‏ 7 هب () = (1- )4 ه 1+ = ,0 


الأعداد الحرجة المنتمية 5 لك 1١‏ ) | 1 كا ۱۳۳ 


(ب)قيمتا الدالة عند طرفي الفترة: 8 - (102 , 1-=(1] 
(ج)أكبر الأعداد:8 ,0 ,1- هو:8 = ۷ (القيمة العظمى) 
أصغر الأعداد:8 ,0 ,1- هو:1- - م (القيمة الصغرى) 


7 ری المشتقة: 


2X =O‏ وج بح F(x)‏ امه ور = = 0 = بر وهي التي تن تنتمي للفترة 


خواص الدوال القابله للاشتقای ۱۹ 


(ب) قیمتا الدالة عند طرفي الفترة: <<( ۰ 2 - (0)/ 


كر ا 1 3 

(ج) أكبر الاعداد: جرد هو:-- 
۱ 
2 


وأصغرها: > 111 
1 د 14 2 
۲ )لوو الف ودج تود 3 ودح د( ري 
x3‏ 
عد + 1 : 
2 - هی: 2-1 
7 2 


المشتقة غير موجودة عندما:0 × (0 ينتمى لمجال الدالة) 


العددان الحرجان هما: 1- ,0 والمنتمى للفترة [1 ,0] هو الصفر فقط وقيمة الدالة عند الصفر: 


(ب) قيمتا الدالة عند طرفي الفترة: | - 


i 15 5 1‏ هن 
(ج اكبر الا عداد هو: سب - 1 (القيمة العظمی) 


آصغر الأعداد هو : 0 -:7 (القيمة الصغری). 


عل ع 59 1 5 
5)) جدور المشتقة: 22-0 أ > FOO‏ دادع وهو ينتمي للفترة [1 ,1-]. 


FX 


قيمة الدالة عند 0 = × هی |0=0 ۲ صة؛- (0) / 


(ب) قيمتا الدالة عند طرفي الفترة: 


(ج) 7 - M‏ و ۱71-0 


آوجد الاعداد الحرجة للدوال العرفة كما يلي والواقعة داخل الفترات الرافقة ثم آوجد 
القيم العظمى والصغرى (المطلقة) لهذه الدوال على هله القترات: 
EA] ] )( =× -2 ۱‏ 


ا 


۲ رهز ا ÎÎ f)‏ عنم 


۱۹۷۰ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۳ 2 از کین [3 ,1-] 
6 4+ 5 () [2 :1-) 
۵ 9- ۱۷( [5 ,3[ 


5) 5+6 شولا - )۲ ]2 ,0] 


]- 7[ f(x) =sinx+cosx (¥ 
7۲" 7 ین‎ 
۳ از‎ )۸2( - 10 4 
]-1, 1۱ د ضام‎ 2+3 ٩ 
])(, 2r] f(x) =cos2x + 2sinx (1 ° 


)0, 2] f =(x-24- )۱ 


؟ [O, 271 flx)=sinx—cosx ) ١‏ 
١17‏ ) ع - ]ل جع ع )ري ]1 ,0] 

6 5 1 
4 3 م + درک (ن) ۳ [1-,0] 
)“دا f(0) =tan‏ [1 ,1-] 
f(x)=x—sinx (1‏ ار 


(۷۳) نظرية رول ونظرية القیمة او سطة 


(Rolle sTheoremand The Mean Value Theorem) 


نظرية (4 و ۷) (نظرية رول) 

| ادا كانت الداله : 

۱) متصلة على الفترة المغلقة [ط ,ه] 
؟)وقابلة للاشتقاق على الفترة 
المفتو حة (ط ,3) 


")و إذا کان: (1)0 = (2)] . 
فلابد من وجود نقطة واحدة» على الأقل: 


(,8) ع » بحيث يكون: 


f )6( 0 


الماس عند ((©)1 ,©) بوازی حور السینات 
شكل (۰ , ۷). 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۷۱ 


مثال (۷,۲) 

برهن أن الدالتین التاليتين تحققان نظرية رول» ثم آوجد قيم ‏ التي تحقق هذه النظرية. 
۱ - تبر )تر Ee‏ 
f(x) 21-27 ۲‏ ا 


ال 
۱) الدالة متصلة على [1 ,1-] لأنها كثيرة الحدود. وهی قابلة للاشتقاق على (1 ,1-) لنفس السبب 
وعند طرفي الفترة: 0= (1-)1 = (1)1. إذن شروط رول محققة. فلابد من وجود نقطة واحدة ه 
عل الاقل بحیث یکون: 
f (=0‏ 
۳ ل [- 3= (*) ۴ افال: = 2 م 


اسب فقس سس واا لاله و0 1 


3ل 13 
r î I ETE RUE BE 0 RF 0>‏ 
*)الدالة ۴ متصلة عل ل ی وا جموع دوال محصله و قابلة للاشتقاق على zeg‏ يدعبا 
جموع دوال قابلة للاشتقاق» وعند طرفي الفترة: 1- (2)/ = ()/ فشروط رول محققة. فلابد من 
و جود عدد واحده على الأقل ينتمي للفترة ۳ » بحیث یکون: 0= f (ce)‏ 
لکن: 3513+ = ()۲ إذن: 
eg = 0‏ = 511036 جح 7۱ < 3 هم 
7 2 7 
27 ا E)‏ د 
ع #1„ 2 3 والمقبول: ( 6 اح 9 cC‏ 


نظرية (۵ , ۷) (نظرية القيمة المتو سطة) 

| ذا كانت الدالة ۴: 

]3, متصلة على الفترة المغلقة [ط‎ )١ 

؟) وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (,8) . 


فلابد من وجود نقطة واحدة ء على الاقل : 
(a, b)‏ € » بحيث يكون: 


86 نا ااا‎ a دد‎ >a 


() ۱ - () ل المماس عند ((۲:)6) پوازي AB‏ 


= ۴ ')c( 
جل‎ © 
.)۷ ۷ ( شکل‎ 


البرهان 
لنشکل الدالة التالية: 


g(x) = f) -]7)(+ (x - 4)] 


(۵) ۱ () 7 
-- | 
هون اللاحظ أن هذه الدالة متصلة على [6 ,2] لاضا جموع دوال متصلة. وهي قابلة 
للاشتقاق على (ط ,3) لاغجا جموع دوال قابلة للاشتقاق» ومشتقتها تساوي: 
f(b) f(a)‏ 
b—a‏ 
فضلا على ذلك فان: 0 = (ط)ع = (2) 
فشر وط نظرية رول حققة» إذن لابد من وجود نقطة واحدة » على الاقل , بحيث یکون: 


دت (ه) ۷( _ (e)‏ بح () = e'(c)‏ 


fF (-‏ =0( و 


حال 
هوم 2ة (۷,۱) 
ا : 
من اللاحظ أن القدار؛ تست هو سل آلوش 4# وآن ان هر اميل الاس 
للمنحنی عند النقطة ((ء)۴ ,6). اذن الصيغة (۱ , ۷) تعنی تساوی هذین القدارین. 
والتفسم لذلك أن الوتر 48 يوازي الماس للمنحنی الذي معادلته (0) = ۷ 
عند النقطة ((ع)۴ بع). 


مئال (۳, ) 

بين فیما إذا كانت الدوال العرفة فيها يلي تحقق شروط نظرية القيمة التوسطة على الفترات الرافقة. ثم 
آوجد قیم ه في حال تحققها. 

۱) دا - () ]1 ,1-] 


0, 2] (2 . . ۲ 


)١‏ من اللاحظ آن: 0< 1-2 على الفترة 3 ات 


ادن : ماد 1-2 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۷۳ 


وبا أن الدالة: 0(<1-2/ متصلة غلل [1,1-] وقابلة للاشتقاق عل (1,1-) لأنها 
كثيرة حدود فان شروط النظرية محققة. إذن لابد من وجود  )-1,1(‏ ۰ بحیث 
يكون: 

ع تس و وهی تس 5-5 
(1.1-) » ۰-0 . لاحظ أن شر وط رول أيضًا محققة هنا. 

۲ من الملاحظ أن الدالة ۴ متصلة عن يمين 1 = × لكونها دالة كسرية بسطها الدالة الثابتة 
ومقامها کشرة حدود والمقام لا يساوي الصفر.وهي عن يسار 1 = × كثيرة حدود. إذن هي متصلة 
على (11-[0,2]. ولنفس السبب قابلة للاشتقای على (1/-(0,2). لندرس اتصال الدالة وقابلیتها 
للاشتقاق عند 1 = : 


رس = 


Hê Féğ— ê الات‎ ©0 
x1” ع 1ص‎ 


lim f()= lim 8-2 ( -2 


3 اج 
2 < (1) لي 
ادن الدالة متصلة عند 1 = 
1 > ,2| 
(ب) قابلية الاشتقاق: 2 = )x(‏ ۴ 
[ < 4 2 س 
2 


وبا آن: و = (2۶) lim f‏ 
1 اد اجتز 
lim f(x) = 11۳-2 - 2‏ 
اج اد 


فان الدالة قابلة للاشتقاق عند 1 = »×. 
فالدالة محققة لشر طی نظرية القيمة التوسطة. 


و ا عع ای يح F(A)‏ 
إيجاد فیم ». (c)‏ ا ڪڪ 
او : 

د 


a )ج‎ 


(۲ , ۷) 
إدا نت الدالة ] رمن أجل 1 < «(x‏ وبا لاستفادة من (۲ ۷ نجد: ع2 = )c(‏ ۲ 


بالتال: ]= 2C‏ ے = لا حظ آن: (0,2) e‏ ۳ 


إذا أغمتنا ا می أجل 1< وبالاستفادة من (۲ , ۷ نجد: ا 
2 


بالتال: [-- دم مدع والقبول هو (0,2) ع 2 لح 
C ۱‏ 


نظرية (۷ .۲) 
۱ اذا کانت: 0= ۶'00 لكل × ينتمى للفترة (۸,0)) فان: 
» - )1 على هذه الفترة. 


۲) إذا كانت: (<)'م = ۴)0 لكل × ينتمى للفترة (طبة)ء فان: 


۵ + («)ع = c(۴)×(‏ مقدار ثابت) 


الرهان 
01 د ب نظرية القيمة المتوسطة وبفرض أن X1, K2‏ ية نه نقطتین من هذه الفترق فإن: 
F(X)‏ -(دد) ل 


1 ا 13 


(( دب ند) ع 006 ع f (c)‏ = 


(طبقنا النظرية على الفترة [1.2*] والشتقة تساوی الصفر على هذه الفترة) 
ادن زر وينم لكل ( رت ی اه < ( با 
3( لنضع : )ع - (د) ‏ < )لط جح 20 راع - () A= f‏ 
لكل (طبة) ع ×. ادن حسب (۱) فان: عع دمح ع+ ()2 - (د) ‏ 


اون (۲ , ۷) 
بين أن الدوال التالية العرفة كا ی تحقق شروط نظرية رول على الفترات الرافقة» ثم آوجد 
جميع قیم » المحققة هذه النظرية: 


]0,2[ ع<(د)‎ 2+1 )١ 

۲ 3+2 ترع(ن/ 037 

i23] اھ‎ 
2 

0 سرب ) [11-] 
۱۳۹ 


]0,<[  )۲( -< ۲ (۵ 


fO)=sin 2x (‏ 0,21 
8 
¥( ذم = (عز) ر [1.1-] 


يكن أن الدوال التالية العرفة کا یل تحقق شر وط نظرية القیمة التوسطة عل الفترات البینةه 
ثم آوجد جميع قیم ه المحققة للنظرية: 


0,1۱ (22 +1 ۸ 
]2,4[ ۲)(<|۳-1[ ٩ 
]1,2[ كدير‎ . ۰ 
از‎ [ 
4 
کت‎ f00=1+x3 )١١ 
0 3 1 f(x) = sinûx ۰ ۲ 


حدد فیا يلي فيا إذا كانت الدوال العرفة كا يلي تحقق شروط نظرية رول على الفترات 
المرافقة» ثم أوجد مجموعة قيم » في حال تحققها: 


1۳( 1-۸ =0 [13-] 
٤‏ سب - وم [33-] 
1۵( و 111 -] 
[—7r,7r] ۲۱ ETT (۱۹‏ 
۷ ۳ ونم [3. -] 


21 
]-11[ (2 + ۹1-2 ۸ 


حدد فيا يلي إذا كانت الدوال العرفة كا يلي تحقق شروط نظرية القيمة التوسطة ثم آوجد 


]1.4[ e 
x” -[1 
]-1:3[ ۶)( لداع‎ (° 


]-1.1[ د قاع‎ 1+ ۲۳ , ۲ >00 (١ 
عر‎ 2-0 


۱۷۹ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


3 3 
]- 1:2 [ [ )۲( =۹ د‎ (TT 
— 1< [1 
xX 


۲ > [ 


۳ آوجد قيمة × التی تجعل الدالة ؟ العرفة بالعادلة: 
f(x) = 0086 + 145111‏ 
تحفق شروط نظرية رول على الفترة 0-1 
5 ۲)آو جد قيمة × التی تجعل الدالة ۴ العرفة بالعادلة: 
1ق - 1 
24 () 
ا س 


1 
حقق شر وط نظرية القيمة المتوسطة على الفترة [0,2]. 


(4 , ۷) اختبار الشتقة الاول 


The First Derivative Test 


نظرية (۷, ۷) 
اذا كانت الدالة ۴ متصله على الفترة المغلقة [3,5] وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (طبة)» فان 
الداله ]: 
)١‏ تکون متزايدة عل [38,5]» اذا کانت: 
0 < د)"”/ لكل (طبة) € x‏ 
۲)تکون متناقصة على [ط,ه]» إذا كانت: 
0 > د)'/ لكل (طبة) > x‏ 


C‏ علد حرج © عدد حرج 
المشتقة عند ((1)6,ع) مو جودة المشتقة عند (©)] ,») غير موجودة 


شكل (۷,۸). 


خواص الدوال القابله للاشتقاق ۱۷۳۷ 


البرههان 
نكتفي بالبرهان على الفقرة الأولىء وبالمثل نبرهن الثانية. 
نفرض أن و« , × نقطتان اختياريتان تنتميان للفترة [ط ,9]» وبتطبيق نظرية القيمة المتوسطة على 
الفترة [ج ,1*] (مع ملاحظة أن الدالة 1 تحقق شروط هذه النظرية على هذه الفترة)» نجد: 
هتدمو ع 6,(ع) DF‏ - وتد) - FOI FD‏ 
لكن: ود وو 0 زع" ادن: 
0< )۴ -(2 )۴ کے (رx) f‏ < (د×) هذا يعني أن الدالة ۴ متزايدة على الفترة [ط ,3]. 


اختبار الفعقة الاو 
ادا كانت 1: 
١)متصلة‏ عند عددها اخرج .c (Critical number)‏ 
۲ وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (,۵) التي حوي ء (وليست بالضرورة قابلة للاشتقاق 
عند )» فان: 
١‏ قيمة عظمی محلية للدالة ٠۴‏ إذا غيرت ۴ (شارتها حول » من موجب إلى سالب. 
: 5 إشارة المشتقة ۲۰ 


۲( قيمة صغرى محلية للدالة ۴ إذا غبرت ' 1 إشارتها حول > من سالب إلى موجب. 
+ 000 ع إشارة المشتقة ' 1» شکل (۸ , ۷) 
TT‏ 


۳ ليست قيمة قصوى محلية إذا لم تخیر المشتقة إشارتها حول ء سواء كانت المشتقة عند > 


مو جو ده أو غير مو جو ده (Not êxist)‏ . 


مبال(4 ,۷) 
آوجد فترات التزاید والتناقص والقیم العظمی والصغری المحلية للدوال التالية: 


1 
6 برج - فيح (عد) از ۲ 55 =( ۳ × - 1ل + < () 


۱] 


۶ اس‎ Û ¥ -+[ مه‎ 4x)” -1(-0 > (= ره‎ -4x=0(0 


ص 1 0 [1- ن ۷ 
4 0 ت إل + 0 2 إشارة المشتقة (تد)" / 
7 أت لد 0 7 5- لد 6 ۱۳3 


فترات التزاید: (0با]ن [1,0-]۰ فترات التناقص: [0.1]ن [1-مم) 
القيم العظمي المحلية ( «f (0) = 0 :(Local Maximum Value‏ 
القيم الصغرى المحلية f (-1) = f(1) = 1 :(Local Minimum Value)‏ 


4+ 


۱ ۱ 3 ۱ ۱ نم 5 
» 5 ×=( . لا جذور للمشتقة والعدد الحرج الوحید هو 0= × (ينتمي لمجال الدالة). 
28 0 - 
- له 
00 ام 8 7 9 — 


(0) ۴ ليست قيمة قصو ی ملية (عدع:<8 1[ههم.1). فترة التز اید هی ۳]. 


1 241-1 


با ۳ 
2٩1-۲‏ ۲ - [ يدك 


Ed =1‏ و اطشتقه تساوی الصفر إذا كان: 
1 21-۸ = اح دم 


وهی غير مو جودة |دا كان 1 = × 


لاحظ آن: مه - )"۶ حصنا وآن مجال الدالة هو [1,مم) . 
۸1 


في حين أن جال "1 هو (1,عه-) وأن بیان المنحنى ماس للمستقيم 1= × عند النقطة (1 , 1). لاحظ 
3 


: يي 2 اش ی نا 3 : 3 
أن: 1 قيمة عظمى محلية وان فترة التزايد هي لدب والتناقص هي [1]. 


خواص الدوال القابله للاشتقاق ۱۷۹ 


(۵ , ۷) التقعر وا 3 لتحدب 
The upward and downward ۷‏ 
سے ۷ 
لواحو 
ر1 ظ 
یس وز 
0 


0<() "1 المنحني مقعر على الفثر ة المنتبوحة (0,ه) 


شکل (۷,۱۰). 


تأمل فان لحن الذي معادلته: (] = ۷ والملحرف على الفترة المفتو حة (a,b)‏ = 1 
والمحقق للش رط 6< ق هل له الق رود ند أن القققه:الاول. ار والحفقة 
للمساو اة: 


m= ع زر)'/‎ tanê 


هي دالة متصلة تزداد تدريجيًا بقيمها عندما تزداد ×. لاحظ أن الزاوية 0 عند ۸ زاوية 
منفرجة وعند © تساوى الصفر (المماس يوازي المحور *) وعند 1 زاوية حادة. 

لاحظ أن المنحني يقع فوق أي ماس له عند أية نقطة منه. نقول عن هذا المنحني إنه منحن 
مقعر على الفترة 1 شكل (۱۰ و ۷). 

بالمثل المنحني الذي معادلته (*)1 = ر والمعرف على الفترة 1 والمحقق للشرط 0 > 7( f‏ 
على هذه الفترة هو منحن محدب (مقعر نحو الأسفل) شكل (۱۱ , ۷). 


۱۸۰ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۶۲۲ (۰0۵ 


النحنی حدب على الفترة ‏ (مقعر نحو الأسفل) 


شکل (۱۱, ۷). 


۱ تعريف (۵ , ۷) 
لتكن ؟ دالة قابلة للاشتقاق على الفترة الفتوحة (0,ه) =1. نقول إن بیان المنحنى الذي معادلته 
()1< ۷: 


] مقعر عل الفترة 1ء ادا كانت ۶۳ متزايدة على‎ )١ 
1 محدب على هله الفترة» إذا كانت '/ متناقصة على‎ ۲ 


اختبار التقعر 
إذا كانت المشتقة الثانية 7۳ موجودة على الفترة (ط,ة)» فان بیان ] هو : 
۱)مقعر على هذه الفترة؛ إذا كانت 0 < (د)" گر على (2,0). 
؟)محدب على هذه الفترق إذا كانت 0 > )”ير على (اية). 


مثال(7,5) 

أوجد فترات التزايد والتناقص - التقعر والتحدب - القيم القصوى المحليةء في ال حالتين 
التاليتين: 

0 - تمد () ۲ 2مزه = ۶)0 على الفترة [7 ,0] 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۸۱ 


ال 


×= +1 وجذراالمشتقة ها‎ )( 3*2 -3 )۱( )١ 


فترات التزايد: (1,60]و[1-,مم), فترات التناقص [1,1-] ۰ 2-(1-1 قيمة عظمی محلية 
2-2 (۴)1 قيمة صغری محلية. 
(س)<6- )”ير » جذر المشتقة هو : 0 = × 
۵ + 0 2 00 إشارة المشتقة (-د)” / 
2 10۳0 ۷ ۶ 


لاحظ آن: ‏ دالة فردية وآن بیان النحني متناظر بالنسبة لنقطة الأصل. من جهة آخری فان 
نقاط التقاطم مع الحاور الاحداثية هي: (3/3,0(,60,0) (شکل (۷,۱۱۲) ). 


(2 ,1-) 
¥ ی ون تشه 


AY‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۲ () ×2ء20=(»)' وجذور المشتقة على الفترة (0,7) هی: 


e 


اشارة الشتقة الاأول: 


كه ل اش م e RE IE. 7۲ 3F‏ 5 
فترات التزايد: 1ع ]م[ ,۰)0 فترات التناقص تس ي قيمة عظمی محلية. 
aE Î‏ ۲ 
= قيمة صغری علية. 
(ب) 45122 - () / وجذور المشتقة الثانية على الفترة [0,7] هى: 
7 


X=0X=— X= 
2 
0 + 1 
f(0) = 0 ا 0- 8 يد کم‎ f(r)=0 


فترات التقعر : (, ج فترات التحدب: (0.52) 


تقاط التقاطع هي: (0(,)77,0, COC‏ 


تعمریسف  "(‏ ۷) 
إذا حققت الدالة ۴ الشر طین التالیین: 
١‏ ) 1 متصله عند 
۲ وإذا قسمت ۰ الفترة المفتوحة (2,0) بحيث يكون بیان :f‏ 


قعرًا على الفترة (۸,0) ومحدبًا على الفترة (ط.ء) أو بالعکس: 
فإننا نسمى النقطة ((1)0 ,ع) من بیان 1 بنقطه انقللاب 
)Inflection Point)‏ (نقطة انعطاف) شكل ال" 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۸۳ 


: «e, 1)©(( 


نقطة انقلاب ۳ 


2 


شكل (۱۳ , ۷). 


مثال(5./) 
أوجد نقط الانقلاب للمنحنيات المعرفة كالآق : 


| 
f (x)= 3 رار ۲ مرك‎ 27 -12x +۱ 


لال 


e 1 جدرا المشجة تشه الثانية‎ 7 (x( تڪ‎ 24x حل ك2‎ f ')x( = 8x 24x ( ۱ 


۱/۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


اشارة الشتقة الثانبة: 
00 + 1 ت - + 0 


البریت؟ ط ۴ 8 نس 


نقطتا الانق لاب هما: (21,0) (المشتقة الثانية موجودة وتساوي الصفر). 
لاحظ أن إشارة الشتقة تتغر حول كل من نقطتی الانقلاب. 


5 
۲( قح 3 مورت شخ امس 3 بكمب ويخ ارج دب وه 


3 9 کل 9 


لا جذور للمشتقة الثانية» لكنها غير موجودة عند 0 = × (لاحظ أن الدالة معرفة عند 0= ). 
اشارة المشتقة الثانبة: 


بج 77 0 وما 


فالنقطة (0,0) نقطة انقلاب (المشتقة الثانية غير موجودة ). 
اختبار المشتقة الثانية :(The Second derivative test)‏ 

إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق مرتين على فترة مفتوحة تحوي ه وكان 0= (ء)' ۴ » فان 
للدالة 1: 

/ ”)©( > 0 قيمة عظمی محلية (160 إذا کان:‎ )١ 

۲ قيمة صغری نخلية (100 إذا کان: 0<  )6(‏ 


مستال (۷, ۷) 
آوجد القیم العظمی والصغری المحلية للدوال التالية: 
0 2۷- 2 - وار ۲ 1+ 3 - 2 < 00 f‏ 


قل 


۱ 27-2 = (×)' والشتقة تساوي الصفر عند 1 = ×. 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۸۵ 


لکن: 2=() "۴ . با آن: 50 2=(" فان: 1-= (1) ر قيمة صغری محلية للدالة. 
۲ 6- 622 = (») "ر و جذرا المشتقة ها 0< × 1= × 

لکن: 12-6 ع ()" گر . بها آن: 

0 0> 6= (۴”)0 » فان: 1 = (1)0 قيمة عظمی محلية للدالة. 

(ب) 0 < 6 = (۴”)1 » فان: 0 = (1)1 قيمة عظمی محلية للدالة. 


أو جد فترات التزاید والتناقص. القیم القصوی المحلية» فترات التقعر والتحدب. نقط 
الانقلاب للدوال العرفة كا یل: 
(١‏ و3 - بر = وري 3 2 (x)=‏ 
f(x)=sin2x+1 6 f0) =x -2* ۳‏ 
f) =1 )‏ © کو 

1 

 )( < (۷‏ ۸ مر 

3 5 ناك‎ 
)« -5+5 )٠ ۳6-2 ٩ 


۱ 609 - لو = )مم على الفترة [27 ,0] 


۶ )( = 7 (+8) )۳ fC - مها‎ ۲ 
(ît, 7( على الفترة‎ f(x) =sin” +) ١ 4 
FO) لد ح‎ 2+1 ) ١5 ۶= |” ه-‎ ۵ 


۷ ۷۱-2 - وم ۸) - 4 لد < (د) ۳ 


9) حدد باستخدام اختبار الشتقة الثانية القیم القصوی المحلية على الفترات الرافقة: 


]0, îr] f(x) = cos2x + sin2x (Î) 
]0, 27۱ 1)( = 2x - 51102 (ب)‎ 
]-7: 71 f(x) = 2sinx + ۵۷ (ج)‎ 
ند / 0 ع‎ f(x) = 5602 (a) 
]- 4 5 1 ]):2( = 21۵۳ — tanx (a) 


لفن (ماس 


رتسم المنفنحنيات 
THE GRAPH OF THE CURVES‏ 


١(‏ ,۸) المستقي|ت القارية الأفقية والعمودية 


The Horizontal and Vertical Asymptotes lines 


8 = ۲ «مستقیم مقارب أفقي) 


ا ع ع وا ماع مع عع وا و و رو LL‏ ماص واو و جر وو م واي اه واو و و واد جد 2 م و و وج و م وا و و و و يم ا و و و و او وا 


شکل (۸,۱). 


تأمل في بعد النقطة 21 (من المنحني الذي معادلته: (10 = لا عن الستقیم: 
فاك ن تجد أنه یصغر تدرمحجیا کلما زادت قيمة التغیر * وینتهی نحو الصفر عندما اج 


AY 


A۸‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


آی آن: 0 ج (A, 1) lim |MN|‏ 
وعد جر 


لکن: )م a-‏ = ۸۸| 


اذن العلاقة (۱ و ۸) تکافیء الشر ط: 
lim f(x) =a‏ 


سس ار 


نقول إن النحنی الذي معادلته: ۷-109 یقبل الستقیم: 8 = لا مقاربًا له إذا كانت 
=a‏ «د)/ lim‏ (أو ع ج ير ) 


ال( ,۱ 
أوجد الستقیات القاربة الافقية للمنحنیات العرفة كا یل: 
X 1‏ 

سس ل ج ڪڪ 
)x-2()x-3(‏ ` نز 
NE 558‏ 

۳( ا 58 ( ۱ ف 95 
1+ ۲ 3 ”4 


1 .ا و چ 5 تيت 3 
a TT DG 0‏ | (نفس النتيجة عندما هم جر ) 


إذن:0 = = [مستقیم مقارب فق" 


07 = سس دغ 111131 


1 وت چ 9 شیر لے صت چ × 


33 : ۳ 
1 - را[ = سس 111[ = 
4 م جد از 4 من مس ير 
کاچ iE‏ 
7 ری شيو 


و۳ 
(( “ادا كانت × کببرة چا ومو جبه .((Positive) û‏ 
إذن:1 = ر مستقیم مقارب أفقي. 
بنفس الطريقة نجد: 1- - کے جح 1 (رهنا ‏ - (xl‏ 
2 و زر 


| 
4 


إذن:1- = ر مستقیم مقارب آفقي آیضا. 


4 ۹ ۰ 5 
lim =; (۳‏ =0( زر lim‏ 
[ 4 نت جک ور وت خلت ار 


من اللاحظ آن: 1 > «وزه > 1- 


3 1 9117 1 
و مه ۱ 9 کے 5 
x +1 ۲ +1‏ 4+1 
lim — = 133 — 0 e‏ 
لکن 2 ل | توچ رز ج +1 قن چ ار 
لحت ق الو جى 7الشطر ها 
x‏ 1 4 
0 = 2 ۹ ۱ 


رح 2) 3 2 
( لسغب ص[ = 23 lim‏ 
و 20 رو 3 س “چول تنج ور 
x‏ ۰ 
ا 
غ ا ج ق lim‏ - 
2 4 3 م ج 
x2‏ 
إدن1 > مسقيو ها ویب اقب 


تعرس ف (۲ ,۸) 
نقول إن المنحنى الذي معادلته:(10 = ر یقبل الستقیم ۵ = × مقاربًا له» إذا کانت: 


و م ) lim f(x) = oo‏ 
سس یا 


(من الم‌کر 7م ب 1 آو جر ) 


۰ ۹ ۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(مستقیم مقارب عمودي) 


شکل (۸,۲). 
مثال (۲ ,۸) 
أوجد الستقیات القاربة العمو دية (الرأسية) العرفة فيا یل : 
ا بو( تدم 
x‏ ۹101 
٤ [ )( - ۳‏ سب - () [ 
x” + 1‏ في 4 
ادا 
1 
۱ 2 
( مسج[ 


بها آن مه ج وبح وه (من المکن آن نأخذ االة 27 ج ) 
وآن :عا ووم نک 27ج ید (من المکن آن نأخذ امالك 27ج یز ) 
ادن:2 = ۰ 2-2 × مستقیان مقاربان عموديان. 

۲ من اللاحظ آن: 1= كت مزا ع ردير صا 


x10 xO 4۲ 


(ذن:0 < ۶ (لیس مستقی| مقاربا). 


في حين أن الستقیات: eZ”‏ در ور دعر هی مستقییات مقاربة رأستة. فمثلا: ۴ = 38 مسق 
مقارب رأسي لآن: 
ل 1113133 
1ه جرج 
1[ + ۸ 5 
الصفر دوما: ام 


0 حال الدالة: 


ع كد حم 


1 


= () هو الفترة: (2,2-) 
7 4 
من لظ أن: 


۱ X 
11117 مو = د‎ 
ج‎ 4 -- 2 


XxX ۳‏ ۱ 
وان م - شرب 11۳ 


و 2ج 


اذن:2 = 2-2 ۰ مستشیان مقاربان رآسیان. 


(۸,۲) رسم النحنیات 

سنهتم فيا يلي برسم بعض النحنیات ککثیرات الحدود وبعض الدوال الثلثية واطبرية 
مستعینین بالعلومات التي نعلمها عن خواص الدوال متبعین لرسم هذه النحنیات اخطوات التالية: 

)١‏ نشاء جدول یوضح جال الدالة ومشتقتها» ندرس من خلاله إشارة الشتفة الأولى. 

ونستنبط منه فترات التزاید والتناقص والقیم القصوی المحلية. 

۲ إنشاء جدول آخر محدد إشارة الشتقة الثانية» نستنتج منه فترات التقعر والتحدب ونقط 

الا تقلات. 

۳ دراسة التناظرات المکنة للمنحنی. 

0( إيجاد نقط التقاطع مع مجموعة العاور الإحداثة: 

5) جاد الستقییات القاربة للمنحني إن وجدت. 

(آ)رسم الدوال من الشکل: 100 = ۲ حيث (80 كثيرة حدود. 


مثال(*".م) 
ارسم امتح الذي معادلته: 2 +3 < y= fF)‏ 


۱۹۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتعامل 


اقل 


هه الاو 3- 2=( f‏ 


حدور المشتقة: 2-3-0 2 = × 
إشارة المشتقية: 
3 
5 3 تن X‏ 
2 
3 . 5 كه 
7 7 ل (۶)2 لد (x) n0‏ 
۱ 4 2 ۱ 


---(۶)2 قيمة صغری محلية للدالة. 

؟)المشتقة الثانية: 2<0 -(2)”/ فالمنحني مقعر نحو الأعلى. 
۳)نقاط التقاطع : 

مع المحور : 

0 ع 0ع ي ا 
REE‏ هت 

مع المحور لا: 


ادير حه سا 


هذا المنحني قطع مکافیم رأسه: 
1 3 
ا ۰ 


مئال (؛ ,۸) 
ارسم المنحنى المعرف بالمعادلة: 12 + فيرو 2= زمر = ل 
مبینا فترات تز ایده. تناقصه. تقعره. تحدبه. قیمه القصوی الحلية. نقط انقلابه. 


إلا 
)١‏ المشتقة الأولى: 12+ ×18- 62 - )"ير 


ح زه حبر | 1 ع0 2ج رزاع رز ری بانج (- 2 2-1341 
2-0-م)(1-مج)6 هج 0 - (2 +ية- ?)6 جح 0 - 12 +8 1 6x2‏ 
فاحدران هما:2 = ۶ 1 دع 


اشارة المشتقة الأولى : 


xX <6 1 5 û0‏ (الحال) 
+ ۵ 0 و« (إشارة المشتقة الأولى) 
(سلوك الدالة من تزايد 
o00‏ 7 4 لا 5 7 وب (xX)‏ 


أتشأنا هنا جدولاً حيث وضعنا فى السطر الأول جال الدالة مبيتا عليه جذور الشتقة الأول 
آما في السط الثاني فقد درسنا اشارة الشتقة» وف السط الأخير بينا أوضاع الدالة من تزايد وتناقص 
وأظهرناالقيم لعظمی والصغرى الحلية 


۲ المشتقة الثانية: ۶۳-12-18 


۱ اد 3 
جدور المشتقة لثانیة: 12-180 = 


إشارة المشتقة الثانية: 
تنس إشارة 1 مه الثانية 


زرا > / ٩‏ ۴ سلوك الدالة من تقعر وتحدب 


من الجدول الأول» نجد: 
فترات التزاید: (2,6]نب[[1,م) 


فترات التناقص: [2 ,1] 


١ 4‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


5 = (۴)1 قيمة عظمى ملیف 4 = (۴)2 قيمة صغرى ملية. 
من الحدول الثاني» نجد: 
فترات التقعر : هب فترات التحدب: (خرم) 
نقطة الانقلاب : 6 
۳ نقاط التقاطع مع الحورین الا حدائیین: 
۱)مع الحور ×:0= ر > 20 (12 +:9- “1)21 > 
0= × أو 12-0+-9- 27 والمیز هنا يساوي 15- 0-81-96 
فلا جذور للمعادلة. إذن نقطة التقاطع الوحيدة مع المحور * هي: )0 ,0( 
۲)مع المحور ۷: 0 -2->»0-ر وهي نفسها النقطة السائقة. 
٤)الرسم:‏ 


y= 2x °-9x 1 


ا 
س 
1 تی| ۲۵ 
ا 
ا 


شكل (؛ ,۸). 


رسو النحنیات ۵ ۱۵٩‏ 


تال (8.5م) 
ارسم المنحنى الذي معادلته: 6 + ردب تبرو - 1 


الال 


7 (x)= المشتقة الاول: 6 +عد6 + 2ع6‎ )١ 
كم‎ +x+1=0 6x” + 6+ 6-0 جذور ها‎ 


والمیز یساوی: 3-<4- 1=" ولا جذور للمعادلة والشتقة موجبة دومّا. 


اشارة الشتقة الأولى: 


X 00 90 
(x) 
(x) 0 7 


فالمنحني متزاید دومّا على 11 ولا يوجد له قيم قصوی محلية. 


)المشتقة الثانية: 6 +2 1ك "عر 
جد ر المشتقة: = 


إشارة المشتقة الثانية: 
9 1 9 2-5 إشارة المشتقة الثانية 


لجيه 


5 
2 8 1 ۲ 7 سلوك الدالة من تقعر وتحدب 


فالمنحني مقعر على الفترة ( 2-) ومحدب على الفترة 2-بهم) وله نقطة انقلاب وهي : 


5 ]1 
ور 


۱۹1 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۳ نقاط التقاطع مع الحورین الإحداثيين: 
مع الحور ×: 0= ر 0 - (6 +3 + 62۴ 
0 -* أو 6=0+×3+ ”×2 والمیز هنا یساوی: 39- -9-48-:: 
ولا جذور للمعادلة. فنقطة التقاطع مع المحور × هي: (0 ,0) 
والنقطة نفسها نقطة التقاطع مع الحور ل 


)٤‏ الرسم: 


8 8 8 8 8 8 8 8 8 6 8 ۱8 :6 6۲6 86 8۰۵ 6 8 ۰8 8 8 :3 2 ين 8ه 


شکل (۸,۵). 


رسم النحنیات ۱۹۷ 


ملحوظء (۱ ,۸) 
للمنحنی من الدرجة الثالثة والذی معادلته: 


2 3 0 
۵ دين + برط + ۲ < () y=‏ 


(أ)أحد الشکلین التالیین وذلك إذا كان مميز العادلة: 
FF )x( =0‏ جه 0< +2 + (A, 1) 3a‏ 


سالبًا أو مساويًا للصفر وني هذه الحالة لا يوجد للدالة قيم عظمی ولا صغری محلية. شکل ٦(‏ ,۸). 


شكل (8,5). 


ب) إذا كان تميز المعادلة (۱ ,۸) موجبا فللمنحني قيمة عظمى محلية وقيمة صغرى محلية. شكل (۸,۷). 


نقطة انقالاب 


شكل (۸,۷). 


وني كلتا الحالتين نقطة الانقلاب للمنحنی هي نقطة تناظر له. 


۱۹۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


اللحني من الدرجة الثانية والذي معادلته:»+:د9+ دهد حیث ۶0 هو قطع مکافی 


رنه و هت حيث (س)۶ هی القيمة القصوی للدالة ؟. فتحته نحو الأعلى إذا كان 0 < ۵ نحو 
tf tf‏ 1 ۳ ۰ 
5 : ۹ 7 ج 
ی وه ا سر ع ف الود الک ا اكت 
الأسفل إذا کان2>0 لاح ظاآن: ‏ + هي نقطة انعدام مشتقته الأولى. لاحظ آیضا أن 
ع وي وهی موجبة إذا كان 0 < ه» وسالبة إذا كان 0 > 4. 


مثال(68,5) 
ارسم المنحني: 1 +4 رح نز 


ال 
)١‏ المشتقة الأولى: 4- قره- ی 
جذور الشتقة: 0-<4- ترا 1 تمرح 1= 


اشارة الشتقة: 
ان ۱ زان 4 
4 186 اب ۴٠)»(‏ (إشارة المشتقة) 
6 7 اند لا 00 


فترة التزايد: (مه ,۰]1 فترة التناقص: [1 ,هه-) 


2-= (۴)1 قيمة صغری ملبة للدالة. 
۲ الشتقةالخانة: 1=( 7 
حدر الشتقه:0 = × 
اشارة المشتقة الثانية: 
سس ۳۳۳ 0 + 0 


۷ (O) = | ١ 


فترات التقعر: ۸[ . لاحظ أن المنحنى عند النقطة الموافقة 1= × يقع فوق المماس: 


مشال (۸,۷) 

ارسم النحني: 6+ شيرق - كبرد () 
ال 

f ')x( = 4×” - 1 62 المشتقة الأولى:‎ )١ 


4x) - 4(‏ 
حدور المشتقة: از و ,0 =¥ 


۹۹ 


+ + ۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(شارة المشتقة الأولى : 


50 2 0 ر 
+ 0 0 + 0 3 
2 7 0 لا 16 7 0 لد 


")المشتقة الثانية: ‏ 1272-16 "O0‏ 
الحذران: 


هه 3 
3 


اشارة المشتقة الثانية: 
ص + 
۳ نقاط التقاطع: 


)( ۰-۷0 ۱60+ 8 کرت 0= 2( )اه 


2 -<: . إذن نقطتا التقاطع : (22,0+) 


(ب) 0= × ۱-16 . إذن نقطة التقاطع مع المحور 0 - ا هي: 


(16 ,()). 
لاحظ أن ] دالة زوجية فالنحنی متناظر بالنسبة للمحور ۷. 


را 


]سس 


نقطة انقلاب 


2 


۷ = 3-86 


شکل (۸,۱۰). 


ار سم المنحني: مر - كبرد f)‏ 


ال 
١)المشتقة‏ الأولى: ×6 - 5ير4 ع (مر)' عر 
جذور المشتقة: 0= ری - تبروح 0 -(3-عر2) *بر2 سم 


ا 3 
)= ںاو سدع یز 
2 


Te‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


اشارة المشتقة الأولى: 
00 2 0 :56 3 
2 
+ 0 سیر ل س f (x)‏ 
3.8 ۳۹ 17 لد 0 لد 0 f (x)‏ 
16 
*")المشتقة الثانية: (1- )12*۳ < 12۷ - 12*۶ - )"2 
احذران هما: 1-0 ۸ S0‏ 
إشارة المشتقة الثانية: 
نك + ۱ 35 0 ج سب إشارة المشتضةه 


حیا نت ۲ ۳ 8 ای با 


۳ تقاط التقاطع : 
مع الحور *: 0= ر حه 0= (2-) ”دح 0= × أو 2 = :. فنقطتا التقاطم هما: (0,0) » 
(2,0). 
مع الحور «:(0,0) هي نقطة التقاطع الوحيدة. 


6 )الر سم: 


Yey رسمالمنحنيات‎ 


(ب) رسم الدوال الكسرية (اللسط والقام کثرة الحدود) 


)۸, ٩( مسنال‎ 


القن 
)١‏ الستقیات المقارية: 
مج ()/ ج 1ج × . إذن: 1 = × مستقيم مقارب رأمی. 


۱ 22 1« 
١)المشتقة‏ الأولى: تج ل ور 
(2-1) 
* ا بات 3 
ات 

اشارة الشتقة الأولى: 

اقرع ۹ 

4 5 
(x) 36 لد‎ 2 


فالدالة متناقصة على الجموعة (1)-1۸ء ولیس للدالة قيم عظمی أو صغری محلية. 


۳)المشتقة الثانية: =(" 
(x—JJF‏ 
اشارة المشتقة الثانية: 
30 + ۱ جرد _ 
٠)‏ ۷ ۶ 


لا يوجد نقط انقلاب للمنحتى (الدالة غير معرفة عند 1 = *). 


۷ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


0 نقاط التقاطع مع الحورین: (5,0)+(0,1) 


۵( الرهيم.: 


| د] 


با نت بت نت نت نت نی ی ی ی از ار ا ا ا ی سا اس ار نا ۳ 


شکل (۸,۱۲). 


من المکن البرهان على أن آي منحن من الشکل: 


ax+ pb 
CX + ع‎ 


هو قطع زائد نقطة تناظره هي نقطة تقاطع مستقیمبه المقاريين. 


) عو عق لب‎ )(( c#0, # (x)= 


مشال (۱۰ ۸) 
ارسم أ ۳ تحنو التالي: 


رسمالمنحنيات ۵ ۰ ۲ 


اقل 


× الستقیات المقاربة: 0 ج ()/ جح صا ج‎ )١ 
۷ - فللمنحني مستقيم مقارب وحيد هو:0‎ 


:5 دينب 1 2 - 2ير +1 
بك Oê Otay‏ 
جدرا المشتقة: 1+ = × 
إشارة المشتقة الأولى: 
Xx -00 -1 ۱ 5‏ 
حت 0 35 0 ۳۹ 3/69 
| 1 
(x) 7 7‏ 


1 از ار E RE. Dm‏ 5 
إذن: <7-<(1-)/ قيمة صغری محلية << ۲0 قيمة عظمی محلية. 


۳)المشتقة الثانية: ENES) Ey‏ 
لان بط 
بالقسمة للبسط والقام على * +1 نجد: 
ی ای مك 0 ا ]2 - م 
IY‏ 3 ب 1) 


جذور المشتقة: 3+ = ٭,0= × 


إشارة المشتقة الثانية: 


FF ف‎ 


۳۰1 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


للمنحني ثلاث نقط انقلاب. هي: 
و ری کل 


س , 3 لت )((۸6() 
1 3--),(0,0) 


6 الدالة ۴ دالة فردية فالمنحنى متناظر بالنسبة لنقطة الأصل. 


۵( التقاطع مع المحاور الإحدانية: للمنحني نقطة تقاطع وعصدة مع مجموعه الحجاور الإحداثية 
وهی النقطة (0:0). 


7)الرسسم: 


مستقیم تقارب 


شکل (۸,۱۳). 


ار( ان 


رسم النحنیات ۳۰۱ 


ال 
۱ الستقیات القاربة: 
1ج ()/ ج مهد جر ادن 1 = لا مستقیم مقارب. 
صمت و) رجه ”چو اذن 1 = × مستقیم مقارب. 
مسج )ثرا ج "1 جر ادن 1- = × مستقيم مقارب. 


۳ 12+ 1 2 5 
؟) المشتقة : ڪڪ يي / 
4 _ 
= ا 


جذور المشتقة: 0= »× 


إشارة المشتقة الأولى: 


1-= (0) / قيمة عظمى محلية للدالة. 
۳) المشتقة الثانية: 


ات« - )12 - “نل و رن" 
7ع بن ۱ 
بتقسیم البسط والقام والمقام على 1- 37 نجد: 
15 ا ۱ 
و و د رون" 
(x - (۳ (x -(‏ 


إشارة المشتقة الثانية: 


و 1 


لا يوجد نقاط انقلاب للمنحنى 


e‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


شکل ۸,18 


(ج) رسم الدوال احبرية 


مال ۱۲۸ ,۸) 
ارسم المنحني الذي مجاد لد : 
1 1 4 
(4 + بر) ×= 4×3 + ×= (0) رح مر 
ا لحل 
قن 2 5 1 
4x +1‏ 3 يو #2 
( 2 ا (- + 3 ا 
3 مر XxX‏ 3 


الأعداد الحرجة: ‏ 0-0 ×x=-1‏ 
والمشتقة غير مو جودة عند 0 = × (الدالة معر فة عند 0 = ×) 
فالعددان الحرجان هما: 1 -,0 

إشارة الشتقة الأول : 


رسو النحنیات 8 ۰ ۲ 


ادن 3- = ([1-)] قیمه صعری محلية للدالة. 


5 #1 کے و‎ TT 
ی وین‎ E المشتقه الثانية: لد اعد‎ 

۲ المشتقة الثانية 0 ون و (2) f‏ 

5 8 
تمه و 2 نك 

چو و 9 
ددن 4 _ 
چ 9 


جذر الشتقه:2 = × 
والمشتقة الثانية غير موجودة عند 0 = × (0 = »× من مجال الدالة). 


إشارة المشتقة الثانية: 
يا ۷ م ا 
بات + 7 _ 0( + | 
6/2 
نقطتا الانقلاب: (2,65/2) , (0,0) 


۳) نقاط التقاطع : 


()حايو سح وا کک پو مدير 
x=O0O‏ سح ور سس نا 


إذن» نقاط التقاطع :(4,0-) , (0,0) 


,۲۷۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


4)الرسم: 
Jy‏ 
(263/2) س 2 x‏ 8.4 
2 
4 
0 
y=zx3(x+4)‏ 3 1 
شكل (۱۵ ,۸). 
مال )A۸,۱۳(‏ 
4 
ارسم المنحني: 7 - () [ 
ال 
۹ 3 عه ی ها 
١‏ )المشتقة الا ق 1 ت 3 و 


العدد الحرج الوحید 0 = × (لاحظ أن 0 × نقطة من مجال الدالة). 


إشارة الشتقة الأول: 


لاحظ آن:0 = (1)0 قيمة صغری محلية للدالة. 


۵ _ سب 
؟)المشتقة الثانية: 5 جح ك E‏ 
1 4 


إشارة المشتقة الثانية: 


ا إشارة المشتقة الثانية 


زح ۰ م 


۳) الرسم: 
لاحظ أن المنحني متناظر بالنسبة للمحور ۷ 
وأن (0,0) هي نقطة التقاطم الوحيدة مع 
حوري الا حداثیات. 


شکل (۸,۱۲). 


۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


نسم النم لنقطة 0 نقطة بروز 1 للمنحنی لأن: 

مه - )£ دنا ,¬= ()۳/, سنا (یصح أن تکون النهاية عن يسار + وعن یمین -) 
ا x0‏ | 

وا لنحن یمس حور الصادات عند 0 عن يمين ويسار. 


(د) زسم الدوال المثلثية 
مال )۸,۱٤(‏ 
#اخمةا 2< f(x)‏ = ۷ 
تفيل 
۱ من اللاحظ أن الدالة ؟ دالة دورية ودورها » لآن: 
f (r+ &)= tan2(x+ &) = tan @x +7) = tan2x‏ 


() 7 = 
یکفی رسمها على الفترة و وبتکرار هذا الجزء يمنة ويسرة نحصل على النحنی بأكمله. 
النحنی متناظر بالنسبة لنقطة الأصل لأن دالة الظل دالة فردية. 


۲)من اللاحظ آن: 
+ 22 ۱ 5 ع ا ابي مشا 


ج 


وآن: مج (ر) ج گج بر ادن : كدعا مستقیم مقارب. 
۳ )الشتقة تساوي: f(x) - ۴ 2x‏ 
إشارة المشتقة: 
2 ۳۹ 
4 4 ی 
5 2 


1) X) ناس‎ 7 ۳ 


EA 8 sec” 2xtan 2x المشتقة الثانة:‎ )4 


13 
F‏ 0 سا ام إشارة ( :2 ل 


8 | حد 


ري OM‏ ۰ م 
لاحظ أن (0,0) هي نقطة انقلاب للمنحني. 


۵ نلاحظ أيضاً أن (0.0) هي نقطة التقاطع الوحيدة مع حوري الإحداثيات. 


5)الرسم: 


- 0 


۱ | نم 


شکل (۸,۱۷). 


۳۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


قاري( 


أو جد الستقیات القاربة الآفقية والعمودية فيا یل: 


(r aS 0‏ 2-3 _, 
اِ `" 4 - بر 
1 2 ۷ 
۳( 31 ويج +( بسح سح 
X‏ )1+ )(1- :) 
مر ۳ 
8۵ .دل 1 2 ۷ 
x +] x(x -1() ۳ + 5(‏ 
¥( یب تن زع تک و 
(x -4()” -9(‏ 1-1 
x -1‏ 1 1 
۹( ال ۰ تست - 
[ بر AX‏ + زر 
y=tan x ۲۱‏ 1۲( 9 0 
X7 —x‏ 
4 موز وس ر2 
۳ ا 1¢( = 
1 - نز 2 +۲4 
2 2 
اک و ۷ 
#1 سر ب 
۷ از )كدر 
x +4‏ 9ح زر 
1۹( ۱۳ ° ¥( 656 نز 
x (Y۲ y - cot x (¥ ۱‏ مه - ¥ 
1- 
(YY‏ ۱-00 0 1۲ 
X‏ 


y=tanz (YT ©‏ )امع د بن 


اه ] ۳۱۵ 
تیش اس 
رسسم | 


فا التناقص» القیم 
لیحنبات المع فة و نا فترات التزاید و 
۱ 1 د 
ی الچ رین ۲۷ وخ ۲۳۸۱ مي الستقییات القاربت 
a.‏ ۱ لتناظ ات الممكنة بيات 
وي ۱ لتقعر التحدب» نقط الا تقلاب» ۱ ظر لتقا 
لحلةء فت ات اه و : 
لقصوی | ۲ ر 
ا 


نقاط التقاطع إن أمكن : 
۷ [1دجع2- ترد () 
4( 1+( 
(x+1 (|‏ “د ور 

۳ 4+ < ()۳ 
۵ يرة- ×=( 


- دا )رز 
(TY‏ 2 1 


۳ )۶( < )-2()-4( (A 
(27 6+1۰ 
)( تين د‎ ۲ 
)( كرد‎ -4« ۶ 
0= 4 م‎ 


دور 
5x (۸‏ ثرح (د) 


20111 
۵۹ ۰ ۲ 3 
۰۷ ۸ 
لت : 4۲ ۰۱۵۰۱۲ ۰۱ 
لنحنیات .١‏ . 
۱ ۱ كك 
۹ ارسم 


تان ال" ۳ 
لمنحنيات المعرفة بالمعادلاات الا تبة: 
ارسم المنحن 
f(x)=sin3x (f °‏ 
2x ۲‏ ذل دا - )م ۳ 
لمنحنيات المعرفة بالعادلات الا تية: 
ازسم اتح 
6 ع) 3 + ۳ = Fa)‏ 


لت 57 - () ۶ 
8 ههه 
(E‏ 6 


 )۲( - 3 - 
51 + 6۸ 


f(x)=cos4x ۱ 


f(O)=tan4x (f 


د بدا 


ه؛) 3 ح (عد) /ر 


5 


( ری ابرهك (د) كر 
۷ 


f (x) = |sinx| 9 


(شمم (سایر 


aa 1 11‏ اك 


APPLICATIONS 


The rates of change 


لتکن ۴ دالة معرفة على الفترة الفتو حة: (ا,ة) =1 بالمعادلة: 
(x)‏ = ۷ 
نعرف متوسط التغير للدالة average rate of change)‏ عا1)بين الوضع الابتدائي A(x, F(x))‏ 


والوضم ((ط+ 10 B)x + h,‏ بالشکل: 
(2) رمح )ير 


(xx +he I) 


hı 
فاننا نسمى هذه النهاية بمعدل التغير‎ ١ + 0 إذا كانت نهاية الکسر السابقة موجودة عندما‎ 
× للدالة عند‎ 
)٩۹,.۱( فشاك‎ 
تتحرك نقطة وفقا للمعادلة الز منية:‎ 
(الزمن مقدر بالثانية والمسافة بالقدم) قيقع‎ 5 - 16 7 


(حيث ا يمثل الزمن والمتغير 5 يمثل المسافة المقطوعة ابتداء من بدء ار كة وخلال زمن 


قدره .(t‏ 
آوجد متوسط التغیر هذه الدالة بين الوضعین الوافقین 4= 1,2 - 4 . ثم آوجد معدل 
التغير ٤‏ اللحظة 3 - ] مقدرا بالقدم لكل ثانية (11/566). 


۳۷ 


۸ ۷ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ال 
متوسط التغیر پساوی: 
مع الاك فلح اكد لاحر زر 
3 3 4-1 
(نسمى متوسط التغیر هنا بالسر عة المتوسطة). معدل التغیر في اللحظة 3 = ) (السرعة 
عند 3 = 0۱ هو : 
6 = مر |/32 < (3) :5 . 


5 شنت . ۲ 8 ۳ د 
مثل العادلة: - = 5 (ع تسارع الجاذبية الأرضية). 


العادلة الزمنية حركة جسم يسقط سقوطا حرا وبدون سرعة بدء ابتداء من نقطة معينة 
وتمثل 5 المسافة المقطوعة ابتداء من بدء الحركة. لو عوضنا عن ع با يساويها لحصلنا على المعادلة 
و 


مفال(۲ )٩,‏ 
بدأ الطر ینهمر على بحيرة سد فلاحظ الفني أن الماء یرتفع في بحيرة السد بانتظام وبمعدل 
تخیر قدره 0.01 سم/ ثا (سرعة ارتفاع الاء). إذا كان ارتفاع الماء لحظة هطول الطر 2 متر والارتفاع 
السموح أن یبلغه الاء هو 11 متراء وإذا فرضنا أن الطر استمر في النزول حمس ساعات وبنفس 

العدل» فهل یدق الفني جرس الانذار منذرًا بالخطر؟ 


ال 


5 السافة ووو BBL‏ ده 
1 لك السرعة 0.01 2 5 


90000 _ 1000_8000 چ سناعة 
3600 36 4 
إذن لن يحتاج الفني لدق جرس الا نذار. 


أو: 


التطيقات ۳۹ 


مئال )٩,۳(‏ 
سلم طوله 10 آمتار ينزلق طرفه على أرض أفقية بمعدل تغیر قدره 1 سم/ ثا. فا معدل 
انزلاق طرفه الاخر على الحائط العمودي في اللحظة التي یبعد بها هذا الطرف عن الارض مسافة 

قدرها 6 آمتار. 


نفرض أن: 
=x‏ ۰۱0۸ << 0۸ 
حسب نظرية فیثاغورث: 

0= ۶« + ”× (۲ ,4( 
نعلم آن معدل انزلاق ۸ هو: 
%001 (مثر لكل ثانیف ۳/5). 


:)٩,۱( شکل‎ 


سيان 7 معدل انزلاق 8 فى اللحظة التى یکون فیها 6 = ۰۷ نشت طرق العادلة 
7 ۱ : 
)٩, ۲(‏ بالنسبة للزمن )» فنجد: 
260 سس وو نو سس پر 2 ار ۹ 


وعندما 6 = بره فان 8 = × وذلك استنادا للعلاقة (۲ .)٩,‏ بالتعویض ف العادلة (۹,۳) 


dy __0.04 
dt 3 


m/ sec 4 2)8()0.01( + 292 = 0 تحد:‎ 
3 


فان (5 ,ل 
تذوب كرة ثلجية محافظة عل شکلها. فإذا كان معدل تناقص طول نصف قطرها يساوي 


۰ فا معدل تناقص حجمها في اللحظة التي یکون طول نصف قطرها يساوي 30. ما هو 
معدل تناقص مساحتها السطحية عند ذلك؟ 


۳۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ال 


4 
(The volume of sphere) انه = ۷= حجم الكرة‎ 


3 
اطول تف الق( إذن: 
فك “سور - انش ع 2( - کے 6 4m?‏ = 2 
dt 1 9 dit dt‏ 
مساحة الكرة(ع7علام؟ Area of‏ ۰۲۳۵ ره - 5 و منه: 
dr 1 8‏ 5 
“7em?” / sec‏ = —(87)3 = 7۲ ل 
dt dt 9 3‏ 


مثال(ه,4) 

انطلقت سيارة من النقطة ۸ شرقا بمعدل تغير قدره 60 كم/ ساء وانطلقت شمالاً من نفس 
النقطة وبنفس الوقت سيارة آخری بمعدل تغير قدره 80 کم/ سا. فا معدل التباعد بينهم| بعد ساعة 
واحدة من نقطة انطلافه|؟ 


ال 

بفرض أن موقع السيارة الأولى عند اللحظة ۲ یقع على بعد × من نقطة البدء ۸. وآن موقع 
السيارة الثانية يقع على بعد ر من النقطة ۰۸ وبفرض أن: 2 |۰0 فإن: 

ب شرس چ ٤(‏ 4 

لنشتق الطرفين بالنسبة للزمن فنجد: N‏ 


شک ره + م شکور (۵ , )٩‏ 


0 : dt dt ° df 
۹ بعد ساعة من نقطة انطلاقهماء فان:‎ 
۷ يك 80 ح‎ = 60 


ومن العلاقء ( )٩,‏ نجد آن: 
ج dx‏ ۷ 

2=100. أن 60 = س 80 = تل 
جوا أت di‏ : 1 


وبالتعویض في العلاقة (9 )٩,‏ نجد: شکل .)٩,۲(‏ 


dz _ 6060(+80080( 


- 00 
7 100 


فمعدل التباعد يساوي 100 کم/ سا. 


التطییقات ۳۳۱ 


ال( ,۹) 
فرق اخهد في دارة کهربية يساوي 100 فولت. إذا رمزنا لشدة التيار الکهربائي بالرمز 1 
مقدرة بالامیر و للمقاهو مة بالرمز ۸ مقدرة بالاوم» فأوجد معدل تخر شدة التبار بالنسه للمقاه مه 


بوجه عام ثم آو جد هذا العدل اذا کان: ۸=15. 


لحل 
العلاقة بين فرق الجحهد وشدة التيار والمقاومة هى: 
لخ دح وري 


۳ ف اق رو م بت . 10060 2 
إذن معدل تغير 1 بالنسبة للمقاومة 1 هو: وسو حو ا 
د # 100 41 

فان مت نت ما سس اب كله سس 

۲ ARE 225 و‎ 7 

إذن: عندما 15 = ۸» فان شدة التيار تتناقص بمعدل تغير قدره چ أمبير لكل آوم. 


)٩,۷( مئال‎ 

يصب سائل liquid)‏ خروط دورانی (۰006 تداه)طول نصف قطر فاعدته يساوي "807 
وارتفاعدتتك ۵۱010006(12). ادا كان: 

معدل تحار حجم السائل الك یساوی 15 em‏ فاو حل معدل ارتفاع السائل ف الخروط ف 
اللحظة التی یکون فیها ارتفاع السائل يساوي 30. 


ال 

نفرض أن طول نصف قطر روط 
الساثفل يساوي × وآن ارتفاعه يساوي « عندئذ 
فإن حجم مخروط السائل يساوي: 

)4, ( / = ah 


من تشابه المثلثين تاش ADB‏ نجد: 


2 # ی 
ارتفاع الخروط طول نصف قطر الخروط 


ارتفاع مخروط السائل ا طول نصف قطر مخروط السائل 


ومنه: 0ك =+ . بالتعويض في العلاقة (1 5 4)) نجد: 
ی ار ی سسب و 
OM‏ 9 3 
لنشتق طرف المعادلة بالنسبة للزمن !۰ فنجد: 
dh‏ دي 4_ dV‏ 
ct 9 ct‏ 
i ê E 5 5 dV 7 :‏ 
لكن: 5 < ط - سم . بالتعويض في المساواة السابقة» نجد: 
اون 4۶ _ 42ے 1 _ dh‏ 
dt‏ 9 0 و dt‏ 
إذن: معدل تغير ارتفاع السائل هو : cm/sec‏ 0.04, 


)٩,۸( منال‎ 


صفيحة معدنية مستطيلة الشکل تتمدد تحت تأثر الحرارة محافظة على شکلها. إذا كان معدل تخر 
طوها يساوي 0.01سم/ ثاء ومعدل تغیر عرضها يساوي 0.02سم/ ا. فا معدل تغير مساحتها في 


اللحظة التي يكون طوطا يساوي 40 سم وعرضها يساوي 30سم. 


قل 
مساحة الصفيحة: xy‏ 5 
حيث ۷ ,× بعدا الصفيحة (× طوطاء ( عر ضها) . 
من )٩,۷(‏ وبالاشتقاق بالنسبة للزمن, نجد: 


ds عدن‎ dy 


dt dt dt 
1۷ ۱ x 
= 30 کک 0.02 = خخ ,40 = عر‎ = 1 3 
۷ 3 لکن ا ا‎ 
4-0 1(30) + 40)0.02( نجد:‎ ۰)٩۹,۸( بالتعويض فی‎ 


اذن: 6 1.1512 - 0.80 +030 - 3 


)4,۷( 


(4,۸) 


YT التطييقات‎ 


مثال(4,.5) 

نقطة مضيئة ۸ تقع آمام عدسة خدبة (1685 000۷۵۷)وتبعد عنها بقدر سم فإذا كانت © 
صورة ۸ تبعد عن العدسة سم وکانت النقطة وصورتها تقعان على الحور الاساسی للعدسة کما هو 
موضح في الشتكل: 
0( اكتب العلاقة بين ٠×‏ ۷ ونصف قطر العدسة. 
؟) أوجد معدل تخیر ۷ بالنسبة للمتغير × 
۳ إذا كان:20 -ع» ۲-4 فأوجد هذا المعدل. 


|٤8| = |B (|=‏ نصف قطر العدسة 


.)٩, ٤( شكل‎ 


۱) العلاقة بين۲, ل , * 
یط )٩,٩(‏ 


۲( لنشتق الطر فین بال ید للمتخه × فنحد : 


1 1 dy 
ومنه : یت شم (© ا‎ 


۳) با آن :20 :۲-4۰ فان: 


4 1ق 1 1 1 ین 
کے تت = سے 2 س س س ت mm‏ | باب | ۹ 3 ۵ ۳ 


۲۳۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


بالتعویض ق العادلة (۱۰ ٩,‏ ننجد؛ 
1 _ 5( 4۲ 


dx (4x5) 6 


إذن ر يتناقص بمعدل تغير قدره 6 لكل تزايد قدره 10 للمتغير ×. 


مثال( ۹ ۹( 
نقطة تتحرك على محيط الدائرة (عاء٣iء)‏ : 
3= 21 - 2 - 0 + 2 


اد العو نم نگ و لك (مركبتي متجه سرعة النقطة (« .0) أثناء تحركها على حيط 
1 3 ۱ 


و۳ 


الدائرة» إذا کان: 
عمع / dx — ICR‏ عند النقطه (1- ,0(» فاو جد dy‏ 
dt‏ 1 


ا لحل 
لش طق العادلة<1 اة اة ار 
E N‏ قوم یرو 


xX ۷‏ 
بو - [) س = ([- )سب 
di 7۶ 0‏ 


و منه . ۱ ) 
بالتعویض ف الساواة (۱۲ و )٩‏ نجد: 
+ خم 42 - (1- 200 
11 


ومنه: تك وهی مركبة متجه السرعة باتجاه المحور ر عند النقطة (1-,0). 
موقي م 
لو آردنا |مجاد قيمة متجه السرعة (السرعة العددية) عند هذه النقطة لوجدنا: 


| = ادا (السرعة العددية) 


اا اب ۳۷۵ 


O E O EE‏ ما 
تتحرك نقطة على منحنو وفقاً 
للمعادلة الزمئية: 


وب - )وى 
() آو جد سرعة النقطة عند: 


شکل .)٩ , ٦(‏ 
1 = 2= 
(ب) التسارع (erationاacce)‏ (العجلة) في اللحظة 0 = ا والمسافة المقطوعة عند ذلك مقدرة 
بالسنتيمتر لكل ثانية. 
الححل 
()السرعة (معدل التغير): 


AS. 
2 )1( 236 -2/+1 | :)< 1 (۱)عند‎ 


[آ=: 
2671/5 = [ + 3-2 = 
۸ 
(۲)عند 2 907/۰ - 1+ 4- *(3)2 = (2- 
1 


(ب)التسارع (معدل التغير للسرعة) 


d*s 
عند 0 - ۰ کے ۱ 6-2 = 5 تڪ‎ 
dt : 


]-۱( 


تتناقص السرعة بمعدل تخر قدره 200/566 (2 سم في الثانية لكل ثانية 
(2 سم/ ث ۲)). السافة القطوعة عند ذلك هی: 0(=0)ء أي أن التحرك عند نقطة 
اعد 


مال )٩,۱۲(‏ 
تقذف قذيفة (60010ز0:0) رأسيا إلى أعلى بسر عة بدء قدرها 
۱/۵۵ 160 وتتحرك تحت تأثبر الحاذبية الارضية فقط. نعلم أن معادلة قذيفة تخضع لنفس 
الشروط هی من الشکل: 
Vogt — - g1‏ = (1)؟ 
حيث ۾ تسارع احاذبية الأرضية» 70 سرعة البدء 0)ء المسافة القطوعة عند الزمن ۱. معادلة 
القذيفة هنا هي من الشكل: 
s() 1607-۴۶‏ 
أوجد: 


۱ )آعل مو ضع (ع211]00 0 )the‏ ييلغه 


۲)متی تعود النقطة إلى موضعها الاصل ؟وما سرعتها العددية عند 
"بح ۳۹ 
ذلك ؟(السم عة العددية اګ ٩‏ 1 

11 
S(t)‏ 
ال 0 
تبلق الققيةة اعل موخیم فا ڈیا او کبس ۳ 
2-0 160-32 کے سس - ۸ شکل .)٩,۷(‏ 
7 32 


4 5 2 
اي بعد 5 توال. التسارع عند ذلك يساوي: 32-= 2 وهذا مقدار ثابت دوم ويساوي 
dı‏ 
بقيمته الطلقة تسارع الجاذبية الأرضية. نسمي مثل هذه الحركة بالحركة المتغيرة بانتظام (التسارع 
مقدار ثابت). آما المسافة فتساوی: 


5)5) = 160)5( - 16)5(2= $00 - 400 = 400 ft 


التطيقغات ۳۳۷ 


)١‏ تعود النقطة إلى موضعها الأصلى عندما: 
خخ 0= 160-167 = (۶)؟ 
5-0 160-16) ۸ 
A‏ 5 5ك E‏ 160 ۳ ۱ 
هناك احتالان: اما 0 = ا وهذا زمن بدء الحركة او ل دم و هدا رمن عو ده 
النقطة إلى موضعها الاص . من اللاحظ أن زمن صعود القذيفة يساوي 5 وان» وزمن افبوط هو 
أيشيا 5 ثوان. 
سرعتها عند عودتبها: 60/۵۵ 1- - (160-32010 - )0( ® » آما السرعة العددية فهى: 
2 ۳ 


: و‎ |= 160ft/sec 
dt 


ا لحر كة التوافقية والدائرية النتظمة 

تتحرك نقطة 8 على دائرة طول 
نصف قطرها + وتقطع أقواسًا أطواها 
متساوية خلال أزمتة متساؤية (حركة 
دائرية منتظمة). فإذا كانت السرعة الزاوية 
تساوي ه (مقدار ثابت)ء فان الزاوية 


.)٩,۸( شکل‎ 


(OA مع‎ OB (0زاوية‎ )6« < 008 = Ot 
فإذا كان 04 يصنع زاوية ثابتة قدرها ب مع المحور ب فان إحداثيى النقطة التحر كة 8 هما‎ 


على الترتيب: 
acos(@t + )0(‏ = زو + acos(O‏ = عر )٩,۱۳(‏ 
(0) + 051۱۱0 ع )٩,۱۶( y= asin(@ + p)‏ 
تتحرك النقطة © مسقط 8 على الحور × وفقا للمعادلة (۱۳ .)٩,‏ نسمي هذه الحركة العرفة 
مبذه العادلة باخر كة التو افقية البسيطة. 


كا تتحرك النقطة 1 مسقط 8 على الحور ۲ وفقا للمعادلة (۱6 .)٩,‏ نسمی هذه الحركة 


۳۳۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


والعرف2 وفقّا هذه العادلة باحر کة التوافقية آل هة آیضا. فاك کة التوافقية البسبطة 
harmonic motion)‏ eاsimp)‏ هی حركة نقطة على مستقیم وفقا للمعادلة (۱۳ , )٩‏ آو العادلة 


(4,۱۶). 
آما حركة النقطة 8 على الدائرة وفقا للمعادلتین (۱۳ ,4 )٩,۱4(‏ معًا فتسمی بالحركة 
الدائرية النتظمة. 


تتحرك نقطة 8 على مستقیم وفقا للمعادلة التالية: 
3cos1)‏ = (م + x = acos(at‏ 
۳ 5 ی س ا ا 3 20 9 
اوجد سعة الحركة ه» السرعة الزاوية ده » دور الحركة 25 » تردد الحركة -ر؛ السرعة 
والتسارع في اللحظة ١‏ مقدرّا بالسنتیمتر لكل ثانية. العلاقة بين التسارع والسافة القطوعة. ثم أعط 
وصفا مختصر ا هذه ار کة. 


ال 


سعة الحركة: 3 سم (أبعد مسافء تبلغها النقطة بعيدة عن موضع توازنها 0) 


السرعة الزاوية: » دور الحركة 0 = تردد الحركة: 2 دو رة. 


3 
3سس‎ 
C O xX ب‎ A 
3 
ق‎ 2 4 9 
= vl =z ۷ 2 


0 < 6,۷ = جر = 


9 . 
بح = او 
2 


التطیسات ۹ 


2 5 
, EE r ا‎ 4 


العلاقة بين × والتسارع هي: 
پا ده و + قح( )۳ 
ماك من یعرف ارکة التوافقية بأما حرکة نقطة عل مستقیم رك بحیث یکون: 
)٩ , ۱۵( 7(0) < 6 x‏ 


E 


(× المسافة القطوعة ابتداء من بدء الحركة» ()7 تسارع الحركة ويساوي 2 


وص قل الشركة 

تتحرك النقطة 8 على خط الأعداد من الموضع ۸ عند بدء الزمن(0 = ) وبسرعة تساوي 
الصفر (0 = ؛) متجهة نحو 0 بسرعة عددية متزايدة» لتصل هذه النقطة في اللحظة 2 =۲ حيث تبلغ 
السرعة(0ععم5)العددية آقصاها: + - ام |. 1 

تتحرك النقطة من 0 يسارًا وبسرعة عددية متناقصة لتصل الموضع © (أبعد موضع يمكن أن 
تصله يسارًا) لتصبح سرعتها 0 = ۷ عند الزمن 3 = ا حيث 3- = . تتابع النقطة حركتها مغيرة 
جهة الحركة بسرعة عددية متزايدة ومتجهة نحو 0 لتصلها عند -: ولتبلغ سرعتها العددية 
قيمتها العظمی 7 = |«|. تتابع النقطة حركتها بنفس الجهة بسرعة عددية متناقصة لتبلغ 
الوضع ۸ (نقطة البداية) وبسرعة مقدارها 0 = ؛ في اللحظة 6 = 6. وهكذا نجد أن الزمن 
اللازم للانطلاق من نقطة البدء ۸ والعودة إليه یساوي::: 6 وهو الزمن الدو ري (لمتعم). 
آما تسردد (رءعںوه۲)ا لح ركة فهو عدد الدورات المنجزة في الثانية وهنا يساوي : دور أنا 
السعة(ء10]ذامده)فهو أبعد مسافة يمكن أن تبلغها النقطة 8 وتدركها عندما تكون في ۸ أو © وهي 
تساوي ۰07 3. 


(۹,۲)الأمثلية 
The Optimization‏ 
الطلقة للدوال. فالاقتصادي ينشد في عمله إيجاد آقصی ربح مکن ورجل الصناعة مثلا يريد صناعة 


YY‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


علبة من الورق المقوى من قطعة حددة من الورق بأكبر حجم مکن أو مد أنابيب من البترول من 
موضع إلى آخر بأقل تكلفة ممكنة. والریاضی يبحث عند وضع نموذج ریاضی معين مکوّن من دالة 
تتبع عددًا من المتغيرات عن القيم القصوى ده الدالة. فيا يلي سنقدم أمثلة موضحة لذلك 
وسنسمي القيم التي نحصل عليها بالقيم المثلى ونسمي هذا الموضوع بموضوع الأمثلية. 


)٩,۱( مئال‎ 

في معمل لصناعة علب من الورق القوی يبتم العاملون بصناعة علبة (من الورق القوی) 
بدون غطاء من قطعة مربعة الشکل طول ضلعها ۰ ۰12 وذلك بقص آربعة مربعات متطابقة 
identical squares)‏ من آرکانبا الاريعة ثم ثنيها کا هو موضح بالشکل. ما هي آبعاد العلية 
للحصول على آکبر حجم مکن فا. 


اتسار 

القاعدة للعلبة بعد قص الریعات المربعة 
هي مربع طول ضلعه ×2 - 12 فمساحة 
القاعدة: *(12-2) 


وارتماع العلبة هو × فحجم العلية 


(بدون غطاء) هو: 
*(۲)12-20 - ۷ 
علا أن: 0< < 6 
نريد إيجاد القيم الأمثلية للدالة ف ا 
المتصلة ۷ على الفترة [0,6]. 
لذا نحسب الشتقه» فنجد: ( ,2-2 4- 12-27۳ - e‏ 


(62- 12( 12-2 =( :4- 12-2( :22 -12) = 
والشتقة تساوي الصفر عندما: 6 × أو 2 × والعددان ینتمیان للفترة [0,6]. 


لا اد التبم الثل :(Optimal values)‏ 
)١‏ نبحث عن قیمتی الدالة ۷ عند العددین اطرجین 6= × ,2= ۰5 فنجد: 


التطیات ۳۳۱ 


۷ )6( -0 VO) 2012-42 = 2)8(2 21287 


۲ نبحث عن قیمتی الدالة عند طرفي الفترة [6 ,۰]0 فنجد: 


V(6) =0‏ = (0) ۷ 
إذن القيمة العظمى للدالة ۷ (القيمة الثل) هى 128 ونحصل عليها عندما 2 = × وأبعاد 
العلبه عند ذلك هی: 
2 ,8 ,8 
متال (۱ )٩۹,‏ 


تسقط آشعة الشمس عمودیّا على نافذة مستطيلة الشکل میطها ثابت ويساوي 200 سم. 
آوجد آبعاد النافذة الصممة من قبل مهندس معماري والتي تسمح بوصول آکبر كمية من الضوء. 


ال 
لنفرض أن آحد بعدي النافذة يساوي × سم فیکون البعد الاخر مساویّا: (« - 100) (نصف 
الحیط - آحد البعدین). 
فمساحة الستطیل هی: 
> - 1000 - زد x)100-‏ = 5 
حیث: 0 < × <100 (مجموع البعدین يساوي 100). 


لإيجاد القیم المثلى: 
١)نحسس‏ المشتقة» فنجد: *100-2- "5 
الأعداد ار جة: 0 = 100-2 50 دير 
قيمة الدالة عند 50 = :2500 = (50)50 = (۹)50 
قیمتا الدالة عند طرفي الفترة [100 ,0]: 
0 = (5)100 = (5)0 (وهنا معساویان) 

اذن. القيمة الثل للمساحة: 2500 = (5)50 ويوافقها 50 = ×. 

والبعد الثاني يساوي 50 أيضا. فالشكل الذي يسمح بوصول آکبر كمية من الضوء هو مربع. 


۳۳۹ تطبیقات ف حساب التفاضل والتکامل 


مثال(:۱ )٩,‏ 
آنبوب على شكل أسطوانة دائرية قائمة يجري فيه الماء. يريد مهندس زراعي تثبیت مصفاة 
مستطيلة الشكل على فتحة هذا الأنبوب وبحيث تغلق بقية الفتحة. أوجد أبعاد المصفاة والتي تجعل 

مساحتها أعظم ما يمكن. 


الأنبوب يساوى ه وأن قياس الزاوية ۸٤8‏ 
يساوي »» ادن بعدا الستطیل: 


هو - AB = 10, BC‏ 
فسا ال هه 


لز 20۴ دوون sina‏ 40 4,17( 


4 ۱۱( کل‎ )3۱۳2۵۸ = 25102 COS) 


2220 (» زاوية حادة في الثلث ۵8 القائم الزاوية) 
لإيجاد القیم القصوی للمقدار 5» نشتق فنجد: 


ونون “نل - ان 
da ۳‏ ۱ 
جذور المشتقة: 0 ا 
da‏ 2 4 


۳ r ۱ 

وهو العدد الحرج الوحيد على الفترة اس 
قيمتا الدالة )٩, ١5(‏ عند طرثي الفترة: 

5)0(- 0,505 - 0 

: 9 7 2 

وقیمه الدالة عند 6 0 هي: و sin‏ 24 ت )5 
إذن: 7 - )5 هی القيمة العظمی للدالة. 
بعدا الستطیل: 5 = رمه - 2asin‏ = بممنومة - | 


BC = 200080 = 2a ر 2 موه‎ > a2 
من الواضح أن البعدين متساويان والشكل یصبح مربعا.‎ 


التطبیقات ۳ 


مثال (۹,۱۷) 
يرغب العاملون في آحد مصانع الحليب في تصميم علبة مغلقة حجمها ثابت ويساوي 
و على شكل أسطوانة داثر یه (7ع1هنان تداناءك) قائمة. فيا هی آبعاد العلبة (طول نصف قطر 
5 1 : 5 5 ع 2 
قاعدتها وطول ارتفاعها) والتى تجعل مساحة العدن الستخدم أصغر ما يمكن د م). 
ال 
حجم العلية: حت = رم ومنه: دم (۱۷ ,4 
المساحة الخانبية للعلبة: 
ر × >2 = حرط القاعدة × الارتفاع 
مثلا مساحة القاعدة: “ج27 
المساحة الكلية للعلبة: 20 + S = 2m‏ 
ر )27 = 


9 
(بالتعویض عن ۲ بدلالة ‏ من (۱۷ و4)). 
من اللاحظ آن: ۲<0 < مه 


.)٩,۱۲( شکل‎ 


نبحث عن العدد الحرج» فنحل: 
ات تر ۲۹ 
ساق اانا 5 55 A5‏ 
x 2 2‏ 
و ا و ترح 2 ديع 
dx‏ 
528 . )2422 


وبالتالی فان: em‏ = )8 + 2(4 = )5(2 
وبملاحظة أن 5 متصلة على الفترة (مه ,0( 


lim S(x) = lim وأن: 6 = ()ک‎ 


5 وج از 0ج 
فان: E‏ (2) 5 هی القيمة الصغرى للدالة. 
فطو ل نصف قطر القاعدة هو : 0 2 = × وارتفاع الأسطوانة يساوي: 


: 2 = 11 
4 


و۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


مئال )٩,۱۸(‏ 
إذا كان علد الوحدات النتجة من الالات الحاسبة والطلوبة في إحدى 
الشرکات هو× وحدة في اليوم. وکانت تكلفةإنتاج هذالعددهي: 
“خا 0.0+ c(4) =400+5x‏ 
فإذا كان سعر مبيع الوحدة هو 50 ریالا» فأوجد: 
)١‏ دالة المبيع لعدد × من الوحدات. 
۲ دالة أرڪ)function „(profit‏ 
۳) الانتاج اليومي الموافق لأقصى ربح مکن والربح الأعظمي في اليوم. 


ال 
۱ دالة البیع تعرف بالشكل :×50 = ۷ 


)٩ ۱۸۱ R = 50x - c(x) دالة الربح تعطى بالصورة:‎ ۲ 
- 50x - 400-5 0.0 1ˆ 
- 45 -400-00 ۳ 


*الإيجاد الانتاج اليومي الموافق لاقصی ربح ممكن» نشتق العلاقة 


)٩۰ 18(‏ فنحد: 


,45-002 _ 4 
dx‏ 
والدالة المعطاة في )٩,۱۸(‏ والتي هي من الدرجة الثانية في × تقبل قيمة عظمی مطلقة 
یاو کے 
IX‏ 
2250 53 دع و حدة 
0 100 


R(2250) = 45(2250) - 400 - 0.01)5062500( 
= 101250 - 400 - 3 
- 5 


التطبیقات ۳۳۵ 


مبال (۱۹ )٩4‏ 
إذا كان عدد الوحدات المنتجة والطلوبة من سلعة معينة في إحدى الدن هو ۾ وحدة. وإذا 
كان سعر مبیع الوحدة الواحدة بدلالة عدد الوحدات ولنرمز له بالرمز م معطی بالعلاقة: 
و5 - 1000 دم «دالة الطلب على السلعة) 
وإذا كانت التكلفة الكلية لإنتاج هذه الوحدات هو: 
0 + 300 < ۰ (مقدرة بالريال) 
فأو جد؛ 
۱)معدل تغير م بالنسبة إلى ۾ مقس | ما یعنیه ذلك. 
۲)عدد الوحدات الواجب انتاجها والطلوبة لتحقیق أقصى ربح مکن. 
۳)سعر الوحدة الوافقة لأقصى ربح. 


لیا 
dq‏ 
وهو مقدار ثابت ومعنی ذلك: 
أنه إذا زاد الطلب على هذه السلعة بو حدة واحدة نقص سعر الوحدة الواحدة 5 ریالات. 
")ثمن مبیع 4 وحدة: 
سعر الو حدة × عدد الو حدات = وم = (5- 1000) = *5 - 10000 


R = pq- c= 10006-502 - دع‎ 10006 - 5-300 - 0 
R = 7004 - -2ن5‎ 00 


وهذه دالة من الدرجة الثانية في وویوافقها قيمة عظمی مطلقة (0 >10-< "۸) للربح. 
لامجاد هذه القيمة نشتق ؟1» فنجد: 
R' = 700-0‏ 
ومنه: 0= اجب 70- ن 


والقيمة العظمى للربح هي:49000-24500-13000 = (۸)70 
0 - 
وسعر الوحدة بالريال:1000-350-650-م 


۲۳٦‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


متال(۲۰۱ ,۹) 
أوجد دالة البعد 4 بين النقطة (2 ,8)1 والنقطة (ر ,۸ من المستقيم: 


۷ < 2 + [ 
2 


ثم أوجد النقطة ۸ من هذا المستقيم والتي من أجلها يكون (8 ,۵)4 آصغریا. 


E 


d(A,B) = (x -1)* +) - 2(*‏ دج 


2 + 61 - ذيرة و 
لامجاد القيمة الصغری هذه الدالة: 
)باق فتييل: 
10x — 6‏ 


2 + 252-6 
3 ۱ 5 
و العدد احرج هو: عه ( جدر الشتقه) 


(لاحظ أن القدار 67+2- 5:2 موجب 


دو ما أن ميزه مقدار سالب). 


بها آن 2 متصلة على الفترة (فه,قهك) )2 B(1,‏ 
واد: دج لكا شکل (۱۲ .)٩,‏ 


وأن قيمة القدار 2 عند: -» یب 


TY 


1 
ET 


27 2 
لاحظ أن ميل 01 هو: <- 


وميل المستقيم هو:2 
هذا يعني أن 08 عمودي على المستقيم وأن © مسقط 8 على المستقيم. الطالب يعلم هذه 
الحقيقة بشكل هندسي وقد أثبتناها الآن بشكل تحليل. 


مسشال (۲۱ )٩,‏ 
حدد دالة البعد ل بين النقطة (3 ,8)4 والنقطة (ر ,۸ من نقاط نصف یط الدائرة 
)1,1( 


4+ لا« 


حدد النقطة ۸ بحیث یکون (8 ,۵)4 أصغريًّاء شكل (۱۹ .)٩,‏ 


بل 


3 4-8-6 + 5 - 2 9-۲ - 63 


(استنادا للعلاقة ))4,١9(‏ 


والنقطة 4 على نصف الدائرة والتي تجعل 
(ظ,1)۸ آصغریا هي نفسها التي تجعل مربع هذا شكل (۱۳ .)٩,‏ 
البعد أصغريًا لن: 2)۸,(<0 . 


لنفتش عن القيمة الصغری للدالة: 


غير - 29-8-64 - ۴( ,۸)) z=‏ حیث 2-< بر< 2 


بحسب المشتقة» فنحد: 


وبالتالي» فان: 0 ات سم ( ۲ وه) 


× -4 
( × -16)4= رو (16)4= 25:2 ومنه = والقب ول حسب 
)٩,۲۰(‏ هو: - ×. من جهة أخرى فان الشتقة غير موجودة عند 2- = X= 2 x‏ 
(2.2- ینتمیان لمجال الدالة). فالأعداد الحرجة هي: ,2,2 0 

لامجاد القبمة الصغری للمقدار 7: 

)١‏ نبحث عن قيم 2 عند الاعداد الحرجة» فنجد: 


29-16-13 = (2)ج , 45 = 15 + 29 = ( ما2 
le a a © a‏ د 205 
5 5 25 5 5 
فالقيمة الضبغری هي :9= (2)2 سه 3= 9= d(A,B)‏ 
والنقطة ۸ الو افقة هي: 02,2 وهي تقع على الستقیم 08. والطالب یعلم هذه الحقيقة 


تال )٩,۲۲(‏ 
حدد عناصر الخروط الدوراني القائم الذي حجمه أعظميًا والوجود داخل كرة طول 
نصف قطرها :. (العناصر : طول نصف قطر قاعدة الخروط طول ارتقاعه). 


سا 
۱ ۱ ۱ 2 1 
حجم المخروط - ۷- كح مما 2-242 (۳ :4 
لنفرض آن: ۰۱۸/9 :رح ۱۸۵ 
وبالتای فان: ر - 27 = |4٤|‏ 
من الملاحظ أن 018 مثلث قائم الزاوية في 8 


9 (4,۳ ÊDA-= 58-86 وأن:‎ 
.)٩,۱٤( شكل‎ 


وبالتالی فان: 


ادن حسبت TT)‏ و4۱ قاد: 


قطر القاعدة < 


ااتطیسات ۹ 


۳ يبد سیر 
tan BDA=—‏ 

۰ ۳۹ (۲۳ , 4( 
كك دن 8م tan‏ 


1 


وک ٣ے‏ زر 


ی ¥ 


)٩,, ۲۶( بر‎ = (027 -( 


(أو من تشابه المثلثين ۰۵30 C48‏ نجد نفس النتیجة). 


حجم الخروط يساوي: 
(ر - 27) 2 < = ۷ (استفادة من .))٩,۲۱(‏ 


(0 2 ۷ <2 2۳) 
وحسب (۲ ٩,‏ فإن: “20 2 7 
لنشتق بالنسبة للمتغير ر» فنجد: 
[(23:)2-3- 00 -1)2 ۳ 


[( ر3 - 2( - 0 ۳ 


۳ 5 ند 
الأعداد الحرجة لدالة الحجم هي: 2۳,۷ ر 
قيمتا دالة احجم عند طرفي الفترة [:2 ,0] هما:0 = (۷)0 ,0 = (:۷)2 


از ا ناخ ۱ ظ 2۳ EOS‏ ور ع الول 
37 _ 
1 


إذن: )7 قيمة عظمی لدالة الحجم. عناصر الخروط: الارتفاع يساوي ۲ » طول نصف 
2۷3۱ 
3 


ES 


(١ 


(3 


(۳ 


4 
(۵ 


(1 


(۷ 
(۸ 


(۹ 


(۳ 


مسارین (۱ ٩:‏ 
إذا كان معدل تغير طول مستطیل يساوي 0.01 سم/ ثا ومعدل تغير عرضه يساوي 0.03 
سم/ ثاء فأوجد معدل تغير طول قطره ثم معدل تغير مساحته في اللحظة التي يساوي طوله 
0 سم وعرضه 8 سم. 
أوجد أكبر مساحة لمستطيل محيطه ثابت ويساوي 90 سم. 
إذا كان معدل تغير طول ضلع مكعب يساوي 2 سم/ ثاء فأوجد معدل تغير حجمه في اللحظة 
التي يساوي طول ضلعه 40 سم. 
أوجد أكبر مساحة مثلث قائم طول قطره ثابت ويساوي 20 سم. 
نقطة تتحرك على المنحني المعرف بالمعادلة: 

yx + ۷ < 3‏ + و 
إذا كان معدل تغير × يساوي =2 سم/ ثاء فأوجد معدل تغير لا في اللحظة التي تکون فيه 
النقطة عند الموضع (1,1). 
أوجد أكبر مساحة مثلث قائم تبعد إحدى نقاط وتره عن ضلعيه القائمين: 4 سم» 3 سم 
على الترتيب. 
أوجد أكبر مساحة مثلث قائم مجموع طولي ضلعيه القائمين يساوي 80 قدما. 
إذا كان معدل تغير طول نصف قطر قاعدة أسطوانة دائرية قائمة يساوي 0.001 سم/ ثاء 
ومعدل تغير طول ارتفاعها يساوي 0.02 سم/ ثاء فأوجد معدل تغير حجمها ومساحتها 
ا لجانبية في اللحظة التي يكون فيها طول نصف قطر قاعدتها مساويًا 5 سم وطول ارتفاعها 
مساويًا 10سم. 
يصب سائل في خزان أسطواني الشكل طول نصف قطر قاعدته 2 متر بمعدل تغير 
قدره 2 سم ۲/ ثا. أوجد معدل تغير ارتفاع السائل في كل لحظة. 
إذا كان معدل تغير طول ضلع معين يساوي 2 سم/ ٹا وكانت إحدى زواياه تساوي "۰60 
فأوجد معدل تغير مساحته في اللحظة التي يكون فيها طول ضلعه مساويا 15 سم» بفرض أنه 
مافظ على شكله. 


۱ 


CY 


(۳ 


3 


(۱۵ 


CY 


(1۷ 


(1۸ 


۲٤١ التطبیقات‎ 


کا هو موضح في الشکل. إذا كان طول 
محيطه يساوي 44 م. فأوجد بعدي 
المستطيل إذا كانت مساحته أعظم ما 
پمکن. شكل (۱۵ .)٩,‏ 


آوجد آکبر مساحة مستطیل أضلاعه توازي حوري الإحداثيات وموجود داخل قطع ناقص 
8 2 
معادلته : لس 
6 25 


يصب سائل في قمع على شکل روط دائري قائم طول نصف قطر قاعدته 6 سم وارتفاعه 12 


سم بمعدل تغير قدره 0.2سم۳/ ثاء ویتسرب السائل من فتحة القمع السفلي بمعدل تغير 
قدره 0.01سم۳/ ثا. آوجد معدل ارتفاع السائل في القمع في اللحظة التي یکون فيها ارتفاع 
مخروط السائل مساویا 6 سم. 

آوجد آبعاد مخروط دائري قائم موجود داخل کرة طول نصف قطرها 15سم بحیث یکون 


أوجد آبعاد آسطوانة دائرية قائمة موجودة داخل كرة طول نصف قطرها 20سم بحیث یکون 
حجمها أعظم ما یمکن. 


اد ص تو دع ماء م٠‏ قطعة معدنبه مستطله الث بعداها 3 مش 4مثر شا . 
a‏ ال ۳۳ و : 2 ١‏ 
متوازي المستطيلات وذلك بقص أربعة مربعات متطابقة من زواياها ثم ثني الجزء الباقي. 
أوجد أبعاد المستودع لكي يكون حجمه أعظم ما یمکن. 
إذا كانت © التكلفة اللازمة لصنع سلك كهربائي مساحة مقطعه × » معرفة بالعادلة: 
159 

س 
۳۹ 
فحدد مساحة مقطع السلك لكي تکون التكلفة اللازمة لصنعه أصغر ما یمکن. 
ینفخ منطاد كروي الشکل بغاز افلیوم بمعدل تغبر قدره 0.02سم ۲/ ثا. أوجد معدل تغير 
طول قطره في اللحظة التي یکون طول نصف فطره مساویا 120 سم. 


+ 6360 1 * Û 


۳:1 


(۱۹ 


(۳۰ 


(1 


(T۲ 
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(۲ 


تطبيقات في حساب التفاضل والتکامل 


محطة کهربائية ‏ يراد إنشاؤها بين القرية © 

والموقع 8. حدد موضع الحطة بحیث سم 
تکون تكلفة تعبید الطریق ۸ أصغر ما 0 کم 
یمکن علا أن کلفة تعبید الکیلومتر الواحد 1 
بين القرية ۸ والحطة 2 يساوي 10000 8 4 2 
ريال» وكلفة تعبید الکیلومتر بين المحطة 5 دس يكم »© 


الق تفت سا قیال 
والقرية © يساوي کریان شکل (4,15). 


عدد الوحدات المنتجة والمطلوبة من سلعة تعطى بدلالة سعر بيع الوحدة الواحدة بالمعادلة: 
7- 500 = ۲ 

حيث ‏ عدد الوحدات النتجة م سعر الوحدة. 

إذا كانت التكلفة لإنتاج م وحدة هي: 
c= 400g + 1000‏ 

أوجد: عدد الوحدات النتجة الموافقة لتحقیق أقصى رب سعر الوحدة النتجة التكلفة 


x =2 51۳0 2‏ 
أوجد: سر عة النقطة وتسارعها في اللحظة » العلاقة بين السرعة والتسارع» ثم صف هذه الحركة. 
برهن أن مجموع الحركتين: 
7 -ح ( 
Xa = 7‏ 
هو حركة توافقية. حدد دور الحركة النانجة وسعتها والسرعة الزاوية. 
قذفنا جسً) نحو الأعلى بسرعة بدء قدرها 320قدم/ ثا. اكتب معادلة الحركة إذا علمت أن 
الجسم يخضع لتأثير الجاذبية الأرضية فقط وأن نقطة البدء هى مبداً الا حدائیات. آوجد سرعة 
النقطة في اللحظة 5 < .۰ ثم أعلى موضع تبلغه القذيفة وزمن اصطدامها في الأرض. 
تتحرلة نقطة وفقا للمعادلة الز مشة: 
1+ + = $ (المسافة مقدرة بالتر والزمن بالثانية) 
(i)‏ أوجد سر عة النقطة في اللحظة:60: 5 - ] ,156 =]. 
رب) آوجد التسارع في اللحظتين 506 3 <1 ۵۵0 5 -]. 


فمل (لمامم 


الدوال الأسية واللوغاريتمبة - التكامل 
THE EXPONENTIAL AND LOGARI THMIC FUNCTIONS-‏ 
THE INTEGRAL‏ 
(۱۰,۱) الدوال الأسية واللوغاريتمية 
The Logarithmic and Exponential Functions‏ 
تعلم من دراستنا في المرحلة الثانوية أنه إذا كان ط ,2 عددين حقیقیین موجبین؛ وكات 2 ,11 
عددین كسريين (قياسيين أو نسبيين)» فان خواص القوی تتلخص بالصيغ التالية: 


۱ ( و 5 


۱ 1 
۲( س 


(١ ١| ۱[( (a 1 - ۳ (۳ 


11 
Ll 


۱ 0 


كت ۳ 


(ab) ت‎ a رز‎ ( 


tH 


( 


حیث قبلنا بالتعریف؛ أن: 
4a... (۱‏ - ”م (۳ عدد طبیعی) 
سر 5 
مره 
( | -0ج 


۳( ید ۲ (2 عدد صحیح) 


1 
1 
=a (٤‏ 7(ز2ن) (1 عدد صحيح لا يساوي الصفر) 


1 


دن 5 
=a" (۵‏ 4”(4) ( ,0 صحصحان: 0 ± م) 


TE 


2 ؟ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


من المهم هناء أن نعرف مقادير من الشكل *ة (8<0))» عندما يكون × عددًا حقيقيا وليس 


بالضر ورة عددّا كسريا: 
من الستحسن في هذه الرحلة أن نقبل بصحة الصیغ الخمس (۱ , ۰)۱۰ بدون برهان عندما تکون 
الأسس آعدادا حقيقية. 


فمثلد: ۱) 8- 23 - ۷3ر۷3 


2 5 00 
3 3 


۷ گت 


| تعریف (۱ , ۱۰) 


| نسمي الدالة ۴ء المعرفة با نشکا : 


۱ + ۱ 
1ج ی KER + AER‏ رک و قوذ 


| بالدالة الاسية من الا ساس 2 


فمثلا: x E IR‏ , ۷-۵۲ :و 

دالة أسية من الاساس 2 

نقبل دون برهان؛ ا مدى الدالة الأسية ] المعرفة 5 (۲ , ۱۰ هو: )0,00(= IR”‏ وأا متصله عل 
مجافا 1۴8. وهي منزايدة إذا كان 1<ه» شکل (۱۰,۱)() ومتناقصة |ذا كان 0>4>1 شکل 
( ۱۰)(ب). 


y=a* , 01 


(ب) الحال 1۸ 
الدی "1۳ 


شکل (۱۰,۱). 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التكامل ۳۵ 


تعریف (۲ و ۱۰) 
الدالة الاسية التی آساسها ه متباينة على اها 1۸ (لأنها متزايدة شکل (۱ ,۱۰( أو 
متناقصة شکل ١(‏ , ١٠)(ب)»‏ فهي تقبل دالة عكسية " نرمز فا بالرمز وع10 شکل (۲ , 4۱۰ 


وندعوها بالدالة اللوغاريتمية من الأساس ۰۵ وهی من الشکل: 


۸-1 _ یا‎ 
3 2108 (جا*:‎ log x 


لاحظ آن: 0 < × وأن: 


=logx © Xx =a 


3 
IR الحال‎ ۷ aA” زر‎ = 
IR” الدی‎ 
| 5 / جعيوويا- ع‎ ..8< 1 
1 x 
a. IR الحال‎ 


شکل (۲ , ۱۰). 


فمثلا: 102 = نه قاعدة لدالة لو غاريتمية آساسها 3. 

لاحظ أن النحني البياني للدالة اللوغاریتمية» ينشأ من النحني للدالة الاسية بأخذ نظبره 
حول الستقیم *-لا. والعکس صحیح فان منحني الدالة الأسية؛ ينشأ من منحني الدالة اللوغاريتمية 
بأخذ نظیره حول الستقیم «-لز؛ شکل (۲ , ۱۰). 


۲1 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


مثال .١(‏ ۷ 
أوجد قيمة × فيا يلى: 


۱ - ۱08۲ م - 23 


ات 
)١‏ من اللاحظ حسب تعریف الدالة اللوغاريتمية آن: 
8= 2= چه 3 - log,‏ 


23 5 0 5 73 
وحيث إنء الدالة الأسية دالة تقابل» فإن: 


[ کچ 3 ديرة 


مشال (۲ , ۱۰) 
آ و جد لوغاریتات الاعداد التالية من الأساس 10: 


1020001: 102200, 10101 10 1۵010 10100 


اقا 
من الواضح آن: 
0 -1م عه ,۱ ۳ - 001 108 ,2 - -0.01م, log,‏ 3- -0.001ن 08 ... 
3 نالا ام ربعا ,1 ۱02 


ملحوظة ١(‏ 0 ه1( 
بسهولة نستنتج من المثال (۱۰,۲) أن: 
(a# 1:9 IR”) log, a = | 1 log, I = )(‏ 


lim logx مه‎ I1 n 102 x = وم‎ 


چ ار 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳:۷ 


نظرية (۱, ۱۰) 
اذا کانت: "18 > لإكاية 1 قفاب 


log (xy) - log x + log y (۱ 


loz, (= log, x-log,y ؟)‎ 
۴ 


(m ع‎ IR) log x" =m log x (۳ 


۱ 0 558 
اط 1 غدط)‎ 1۳ ( log x 2 logyx : log 0 ( 


البرهان 
لنبرهن على صحة الفقرة الأولى والأخيرة: 
(١‏ لنضع: دا = × 108 » ۷ = عم1ء فنجد: (NRT‏ 
x=‏ » "جح نزء ومنه نجد: 
11۳ 


= 2۵.۵ ۷. وحسب تعریف الدالة اللوغاريتمية نجد: 
log (xy)‏ < 37 + نا حي log x + log y = log (xy)‏ 
(بالاستفادة من (۳ , ۱۰)) 
6 لنضع: ذا = ,۰108 فنجد: ۱ 
“اد عر وبأخذ لوغاریتم الطرفین من آساس 03 نجد: 
log x =u. log b‏ حي يها ۱08 = 02 


بالاستفادة من ٤(‏ , ۱۰) ومن الفقرة (۳) 


ملحوظة (۲ , ۱۰) 


1 3 5 riz 
إذا كان × عددا کسریا من الشعل س = وى حيث و 79 عددان صححان و العدد 0 فان‎ 
1 


"2 یعرف بالشکل: 


YEA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


من الممكن البرهان على آن: 


1 
lim(l +n)" =e 


جم 
حيث ۾ مجموع السلسلة التالية: 
1 1[ 1 1 
— د 4ب +1 غ 
11 ات ام ! 
ويساوى تقریبا: 
8( ده 
ملحوظة (۳ , ۱۰) 


سنرمز للدالة اللوغاريتمية التی آساسها العدد » بالرمز 10. 


)٠١,7(ةيرظن‎ 


مستشة : عنما = (*)1 ؛ هو: 56 )۲ (0 > (x‏ 
8 


الر‌هان 


110) + A) ۲ 
ی‎ 1( - 0 


Ff )( < 11 
لاجر‎ 


00 


ERS 
اجب‎ x f X 


lim[Ind ی‎ 


بل لاج | 


1 


)۱۰ , ۵( 


)۱۰,( 


| 
= 1111-1 
۱-0 f X 


1 


َك 


0 5-5-0-5 + شك‎ = ihn + Py; 
جم بر‎ X X 10 xX 


(لأن دا دالة متصلة) 


1 
f )x( = 2 + 1)" | 
95 ۱1 لاج‎ 
1 


ا 
55 3 


(استنادا للعلاقة ۵۱ , .))١٠١‏ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۲:۹ 


الرهان 
(1)إذا کان: 0 < × » فان × = |«» وبالتالى: 
7 
عدوا ع وج و و 
۳1 


(ب)اذا کان: 0 > × فان: ×- = | وبالتال: 


(7-)10 د وحم ۳ ۰ نک ل (حسب قاعدة السلسلة). 
1 


نتححة (۲ و ۱۰) 


ادا کان: log x‏ = ۷ فال: 


190۹ 
(a ع‎ IR” »ع‎ 4*1) 


الرهان 

من الواضح آن: ۵0 = × 

بأخل 0 الطرفين. نجد: ۷۱۸۵ = ۱0 
وباشتقاق الطرفين بالنسبة للمتغیر عه فإن: 


1 
g— = y Ina 
11 7 3 


١ ۱ 


الر‌همان 
مشابه للبرهان الوارد في النتيجة (۱ , ۱۰). 


و ۵ ۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


نظرية (۳, 


اذا كان 1 عه ,18 ع و به = ۷ فان: فص مدر 


من المعادلة: ۵  <‏ نجد: 18۵ = دا 
باشتقای الطر فین بالنسبة للمتغير ×» نجد: 
y= ylha > ۱ =a” 0‏ چت ی و[ 2 


¥ 
و سس ارت 


ریدو 


إذا کان: "×= ر حيث 1۸ ء ص » فان: 


f(x) 


ا log‏ 
0 
ال سس |" 
سس 
رد ۳۲۲۰ __ لإ س .87 
حبث : (×)ع = ناء ع قابلة للاشتقاق .(Differentiable)‏ 
ملحوظة ٤(‏ , ۱۰) 


` Tnx 


sss 


الر‌هان 
لنضع و ے کلم (۱۰,۱۷) 


وبأخذ ما الطر فین نجد: *ها = 100. وبا أن الدالة هما دالة تقابل» فان: <-ن آی آن: 


۱۳3 


وب ی ءءء 6 


ملحوظة (۵ , 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل 


e IR)a =e"‏ ير ,0 < ج) 


من اللاحظ أ لصو اذن: 


أوجد ٠"‏ فيا يلي: 


۷ =x 1 e 6 


سم ای 266 


الفتل 


. Ina xlna 
“= J =k 


¥( 1+ کے < ز 


۷ = sec (lnx)( 5 


۳ ا دیشر پ 1+ م2‎ (2x) ۲ ابر‎ =Ind +x”) + لانت‎ 0 ١ 
1+ 
۱ +1 2, 
درو , 1+ رت‎ < 104+ (+ 7 
۱ ۱ د 1 ا‎ 
¥' د‎ sec(lnx)-tan(lnx)-— ) & ۷ e xe رون‎ (۳ 
A 
ع١‎ 52 فال‎ 
اوجد 7 فيا یلی:‎ 
يم‎ +1 
لے ڪڪ‎ (۲ (x>0)y 85 x ۱ 


۷ < 0 مجع‎ ۳ 
ال‎ 
y=log x 419 7 ۱ 


: 2+ 
۲ لاحظ أن 


27 +2) [lok ر)‎ + 1([* 


log” +1) EE +1) 


logs x^ +1 


= )10 + 9 „(x > (۶ 


کک 


SS 
1د و‎ 
ر » بالاشتقاق نجد:‎ = 
9 7 


1 ک0‎ ۲۶ ۱۱220۵ +1. 
(x* +۱۱3 


۳ با هي < ) فان: کیب لین = ۰۷ ومنه: 


(دو[ +1) جر - ررم[ +01 


ی با أن: . gInlnx+x)‏ 


دخ + 11 » 


۲ ۳ ۲ 


7( 9 ۰ + 13 ان ع ۷ 
3 


 . ..‏ (7 :111 )9111:2111 
فان: 1 )۳( اع < ۷ » و منه: 


o۲‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


((1+ ع ي + (cosxln(lnx + xX)‏ سا نی = ر 
عن ۲ + 1113 
22 اق 510 + (cosxln(lnx + x)‏ حسمل ة ۲ + lInx‏ = 
x(lnx + x)‏ 
مشال (ث , )٠١‏ 


أوجد 7 إذا كان: 


ع٠ ذم‎ a E وا‎ EE 
یی‎ © 
ال‎ 
لنأخذ ها القيمة الطلقة للطرفین فنجد:‎ 
۱۱۲۷| = 31۳)1 + x) + 210۱1 + x -41ln(e"* 2 ز‎ 
وبا لا شتقاق فان:‎ 
بر تیو اقا كان 2 - سدع و مره‎ + 2 102( 
3 3و ای 13 تخرد[‎ 
6 ی و‎ 6x 5 2 _ 4e" عمو"‎ x + 2۳ ۱02 
: E EA 2ر دههاي‎ 
وبالتعويض عن با يساويها من (۱۰,۸) في (۹ , ۱۰) نجد الطلوب.‎ 
ال‎ 
أوجد "لز إذا كان:‎ 
و[ اووس 1 عدي‎ Û 


ال 
باشتقاق طرفي العادلة (۱۰,۱۱) بالنسبة للمتغیر ‏ نجد: 
2 


y' +e" + xe” + 2y nx + سل‎ = 0 
1 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل Yor‏ 


2 
5 ۷ ۱ 
xe”)‏ بو کم + سے )= = aylnx)‏ £ 1 > 
55 


2 
8 ¥ 
( "8 + ادص مس 
بحس ا 
۲ ۱ 2 +1 


(۲ , ۱۰) التکامل غير الحدد 


Indefinite Integral 


درسنا في الفصول السابقة الطراتق المختلفة لامجاد مشتقات الدوال بأنواعها المختلفة. 


تتعرض فیا بل خل السألة التالية وهی: امجاد الدالة 7 الى علمت مشتقتها 1: فمثلا» لو کان: 
2 2( = زع" لکان: 3× = نمم 


تعریف (۳ , ۱۰) 
نقول إن الدالة ۴ (القابلة للاشتقاق على فترة 1) هي دالة أصلية للدالة ۴ء إذا کان: 
OSI  _‏ 


تعریف ٤(‏ و ۱۰) 

نقول إن الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على الفترة المغلقة [ط ,۰12 إذا کانت: 
)١(‏ قابلة للاشتقاق على الفترة (0 ,2) 
 )۲(‏ وکانت الشتقتان الیمنی عند « والیسری عند 9 موجودتین 


ملحوظة (۱ , ۱۰) 
إذا كانت ر۴ ,۳ دالتین أصليتين لنفس الدالة ۴؛ قابلتین للاشتقاق على الفترة [ط ,3]» فان: 
۵ - )رط - (×)د۴ (ه مقدار ثابت)» (استنادا للنظرية (۱ و ۷)). 


إذا علمنا دالة أصلية ,۴ لدالة مفروضة ۰ فان جميع الدوال الأصلية اللأخرى ۳ لنفس الدالة 
! حقق قيمها المساواة: 


۵ + (×) ۴ = ()۰(۳ مقدار ثابت) 


۵ ۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


تعریف ٩(‏ و ۱۰) 
نعرف التکامل غير المحدد لدالة ۴ ونرمز له بالرمز «1]0(0 بالصورة: 


F(x) + ۵‏ = 0۷( (۵ مقدار ثایت) 


احیت ۳ دالة صلة للدالة 1 قابلة للاشتقاق على الفترة 1آ. 


mr 


: 3 
فمثاة: مل 9 < 2 | 


وأیضا:ه + x‏ ومع- = dx‏ ونوا 
2 
١ : 2 ۲ ۰] ۰‏ 
لاط إن: )56 = (١‏ د تسوه موجن 


نضع فی| يلي جدولاً أساسيًا لبعض التكاملات القياسية 


COS(AX) 


1 
5111 (aX) 3-5 + 
77 


3 7 
7 
tan(ax)‏ ' 
ب | صمت 0 


0 
i 
seclax 
i 
۳ 
7 
۱۱ ان‎ 


2 
collax)‏ 
01 
تا 
3 
۱ 1 
لويم 1 75 


1 


1 


۰ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۵۵ 


۵ ۶ ۱,۵ e IR 
005 + © ۱ قابلة للاشتقاق هل ار‎ î 


cou | imu +e | |‏ 
amu+te ||‏ | 1 كه 
E | |‏ | هت 
| ال 9۷*۰ | »39919 
ب + ی ی سس 


esel col uu! 


نتيحة (۰ و ۱۰) 
من (۱۰,۱۲) نجد آن: 


() = قدك() [ | 


نتيحة (۷ و ۱۰) 
١)ء‏ + p(x)‏ = 0( 0 (0 دالة قابلة للاشتقاق على فترة 1( 
u + ۲‏ = نال[ »حیث ()۵ = نا قابلة للاشتقاق على فترة 1. 


نظرية (۵ , ۱۰) 
إذا قبلت الدالتان ع ۶ دالعن أصليتين قابلتن للاشتقاق على فترة 1ء فان: 
cIf(x)dx ۱‏ = «10(0] 
[cqf(x) + cg(x)]dx = ce (f(x)dx + colg(x)dx ۲‏ | 


C2, 1+ 9‏ مقادیر ثابتة). 


۲۵5 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ماك (۷, ۱۰) 
أوجد التکاملات التالية: 


| ix +x? + مر + 9 "عور‎ = 0 
4 


۳ x + 6 [xe 0 
اش‎ 
3 A ۷ 
| ےک زيرت “بيه "ها‎ (١ 
| x + +d = fra دم‎ e Û 
¥ : 2 


9 1 
ع + 222 + دير اد دير 
7 4 


۳( دا ديرق [2me‏ > - ۱۳| 


خث ”× = 0 
د ھی کے جح + 6 ] 1 3 
2 2 2 


x ج = 1+ تم‎ ] 20 + 24 = 2 E (٤ 
۵ < 1+ حيث تير‎ 
=> =u + جع‎ + (+ 
)۱۰,۸( مثال‎ 
أوجد التكاملات التالية:‎ 


0-0-0 
] فو د 1 صنوس‎ 
۳ 4x2 +8x+1 
| (cosx +17 sin xdx ) م‎ - ۳ 
1t8 


۱ ب (2 + 42۲ ,1 ی 2+2 
ا( dx‏ ا û‏ | | 


4 [ + برق + ره 4 1+ 8x‏ + ره 
Irdu 1 2‏ 

عم + 8x‏ + 1۳47۳ ح<ت | - = 

۳ 8 4 *ك 


حيث (1 + ×8 + *4) دن 


(r 


و 


6 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل 


dx‏ + عر وذة ]2 Dax‏ + هو - ع 


> 
4= حیث (1+دله)‎ 
| 2fu'sinudx= 2| sinu 11 


ع + (1+ دلاوم 2- - 


ترا 4م ری ا 
ع +4( Indl +e”‏ ۳ 7-4 نرق ۱ 


“م +[ 
حيث (*6 + 1) = نا 

| (cosx 4 ۱3 5111 ۲ = -] (COSX + 1) (-sinx)dx 
u = (COSX + 1) حيث‎ 


3 3 
= ۳ u dx = [u u 


4 
CoS XxX + [ 
( ا‎ 


4 
)٠١ ال(‎ 
| cot x dx (Y ها أ‎ dx (\ 
| وم‎ dx ) م‎ sec x dx ؟)‎ 


ال 


(١ 
(۲ 
(۳ 


6 


ftanxdx= ] HZ a, 5 -ax=-In|cosx| + 
COSX 

| cotxdx= | هس‎ = f ax=In|sinx|+e 
sins 

[seca = | SESE 1an 4, 


SECX + TAN ۲ 


- +دععو | و[‎ tanx | +e 


(ضربنا البسط والمقام في secx+tan×‏ ولاحظنا أن السط مشتقة المقام). 


- 5 تن حت ادح‎ + COX 
ea کتک‎ 


cotx | +e‏ + رعق | مادم 
۰۵ + يرع ون 


(ضربنا الط والمقام بالقدار (cscex+cotx‏ 


۳ ۷ 


0۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


)١٠١,١١( مثال‎ 
J(cos3x — sinx + sec 2x)dx )١ 


| (sin2x — cosx + sec 2x tan2x) dx ؟)‎ 


امحل 


|| (co§3x — ۹10 + sec” 2x)dx = e cosx + tan2x +e (۱ 


نيم 


51921 — COSX + 5۵02۷ ۱202۲ = - eos 2X — 81113 se0 2۲ + (f 
التکامل بالتعویض‎ )۱۰,۳( 
The Integration by Substitution 


نظرية (5 , ۱۰) 
إذا كانت الدالة ۴ دالة أصلية للدالة ۰۳-2۵۶ و کانت ع دالة قابلة للاشتقاق على الفترة [ط ,3] 


وإذا كانت (×)ع=ں تقع في مجال ۴ لكل قيم × النتمية للفترة [ط 8]» فإن: 
If(e(x)) e'(x)dx = [fu)du = F(u)+e = F(e(x))+ce‏ 


الرهان 
استنادا لقاعدة السلسلة فان: 
بلع F(g(X))' = F(g(X)) g'(x) = F'(u)u' = f(u)u' = f(g(X))‏ 


بتكامل طرق المساواة: (×)'ع ((<«)ع)1] = »)۴)g)x(('‏ نجد: 
If(g(x)) g'()dx = F(g(x)) + »‏ (۱۵, ۱۰) 
ولو کاملنا طرف المساواة: '((+«)ع)1 = 'نازنا)كق لو جدنا: 
[fiuu' dx = F(e(x)) + »‏ 


)٠١,15( Jf(u)du = F(u) + دع‎ F(g(x)) + » : أو‎ 
ONS کار )ود( ا‎ ۸ VON 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹ 


)١ ١. ۱۷ مفال‎ 

أوجد التکاملات التالبة: 

] 01-7 (۳ ۲۲ (| 

۳ (۲ 

[sin x نومه‎ dx ۳ 

ا 

۲2 =1 (أ) نضح *-۲(<1) ۵ ديز ومنه:‎ (١ 
205 = - (ب) لنفاضلء فنجد ال‎ 


ت 1 
(حر) من الواضح ال: 10-4 


0 3 ۳ | ۳۹۳ ۰ ۲ || چم 7 || 
2 2 
ده ی س 5 5 
لير سح ی 8ف 5 5517 
12 10 6 3 م 


۲ () نضع: =u‏ 1- لاه گر 1-رحه x=”‏ 
(ب) لنفاضل: :ال 20 = ×ل 
(ج) لنعوض ف التكامل» فنجد 
du‏ (كن2 + j(1+u2) u(2udu) = (2u‏ 


3 5 3 5 
E E ا ول و کر‎ 
3 5 3 3 
1110و‎ = du ۳009 = U نضع:‎ (۳ 
-fsinx 1 dl = (1 3 كومه‎ u du 
- -_]) 1-12 du 
9 5 525000 
لت ۱ 02051 8 ا‎ 
5 7 3 7 


ملحوظة (/ا, ۱۰) 


ادا كانت قوة × 10 فردية» نضع نا = #د۵ن. آما ادا كانت قوة :05 فردية فنضع u‏ = ۹1۳۲ 


من حدول التکامل نعلم آن: 


۲1 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


clu E 
| a < «زو‎ U +E 
۴ 
1-۷" 


59 


1 + 


۱ 
6+ 12011۷ -< اد ۱ 


= secu عد‎ 


۱ 
۳۹ 
حيث (8)2-ن دالة قابلة للاشتقاق على عاها 
لنعمم فيا يلي التكاملات السابقة من خلال النظرية التالية: 


lt 
۳ 
را زج‎ 

uu aq 04 


حيث (×)ع=د دالة قابلة للاشتقاق على مجاها 


لنبرهن الفقرة الأولى: 
لنضع : ua‏ نجد: 1-801ال» ومنه: 


du adt 


كبك ہل | ہل | 


1 1 : ۱ 
<< 511۳ ۲ ۷۲ 511 1 
7 


بالمثل نشت بقية الفقرات. 


مشال (۱۰,۱۲) 


1 7 (١ ا‎ sec” X (0 
a د‎ ag 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۲۹۱ 


. يأل‎ =sec xdx > انلها‎ =u نضع:‎ )١ 


يكتب التكامل على الشكل: 
anx‏ _ . فقوت . 
FTE‏ 0= مع — 511 << 2 ۱ 
9-7 
۲) نضع: ۲= * بر 01 - 2143 . 
5 خ2 ا ê‏ م 1 
6+ 1 ح 1 — 911 = | 
J423 2‏ 21 
۳ نضع: = ٩‏ 0< 20 . 
من اللاحظ أن التکامل يصبح على الشكل : 
dı ۲ ۰.8 f. SW‏ 5 
دس 121 -- سرخ (AN)‏ سي, مج حسم ]رح 
3 6 3 3 2 دول 2 


di - 20 x =F : نضع‎ )5 


بسک | تسف 
"E °" ° 4‏ بت ور 
2 


1 1 -1 1 1 1 

= سس سد | و سرت‎ EC eC 
د أ‎ 2 4 2 
(؛ , ۱۰) التکامل بالتجزیء‎ 


The Integration by Parts 


نظرية (۷, ۱۰) 
لتکن : (<)1 = نا ()2 < ۷ 


إذا كانت 'ع ,"1 متصلتین على الفترة الغلقة [ط ,2]؛ فان: 


۳۹۱ < 1۷ — ۳ du 


البرهان 
حبث إل : ۷ + (uv) ۲ = u'v‏ 
فال: دل "انا + f(uv)’ dx = Ju'v dx‏ 
ادن: ۲ + uv = jvdu‏ 


ومنه» تجد الطلوت. 


مشال (۱۳ ,۱۰) 
أوجد التکاملات التالية: 
)١‏ ۲ صاع| 
0۲ 1 ع( 
۳ 60971 “ع | 


Ixsinxdx (f 


اف 


jx Inxdx لاجراء التکامل:‎ )١ 
1 < 18 2 , ۷ < * dx : نضع‎ 
قنجد: و ی وچو‎ 
3 ۳ 
3 1۳ بمب‎ - [۵ => x? nx =x ومنه. عه ل.‎ 
2 X 


ند 1 5 ]| 
م عد ذبن — — (nx‏ = 
4 ا 


۲) لا جراء التعامل: x e“ dx‏ | 
نضع: dx‏ *ع < ۷ 2 ۱1 
فنجد : *ع < ۷ , 5ل - نال 
ومنه: jv du‏ — يون ع يرل كع عر | 


بل ام | - xe”‏ = 


= xe" — ثم‎ +c 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل 


|e“ cosxdx لاجراء التکامل:‎ )۳ 
]1 < *ع‎ , 1۷ < ۵9 dx : نضع‎ 
du=e dx , v¥=sinx فنجد:‎ 


je cosxdx =e" sinx — je“ sinx dx 


بالمثل لإجراء التکامل: sinxdx‏ “6 | 
نضع : dy =sinx dx‏ , كع - نا 
فنجد : قم — < ۷ , عل "6 ديل 
ومنه: cosx + | e" cosx dx‏ که dx  -‏ عروزو "ع | 


بالتعویض من (۱۸ , ۱۰) بيا پساویه في (۱۷ ,۱۰ نجد: 


| e“ cosx dx = e“ sinx + e“ cosx - | e“ cos dx 


2 e” cosx dx = e” (sinx + و منه: زوم‎ 

le" cosxdx= +e" (sins +cO0SxX) إذن: ع+‎ 
3 ۹1 لا جراء التکامل:‎ )6 

u=x* , dv = sinx dx : دضع‎ 

du = 2x dx , v= - فنجد : قم‎ 

x* sinxdx = — x cosx + 2 | x cosx dx ومنه:‎ 

j x cos x dx بالمثل لإجراء التکامل:‎ 

u=x , ۷ < ۵9 dx : نضع‎ 

du=dx , v=sinx فنحد:‎ 

j x cos x dx = x sin x — J sin x dx ومنه:‎ 


1 : 
جم 010 = 


بالتعويض ف (۱۹ , ۰)۱۰ نجد: 


7 ۰ 1 : 
| XxX ۹۱1۷ dX 2-1 0054 + 2X SINX + 005 + © 


)١٠١ .١5( مثال‎ 
أوجد التكاملات التالية:‎ 
sin 7" x dx (¥ Î x sec x dx )١ 
(x + x + 1(۱0 dx (f f tan x dx ۳ 


TAT 


ار ,1( 


)۱* , ۱۸( 


)۱۰ , ۱٩( 


ال 


| x sec” x dx لا جراء التکامل:‎ )۱ 
د نا‎ * , dv = 60 dx : دضع‎ 
du < dx , v=tanx : فنجد‎ 

| x sec” x dx وم وت‎ u و منه:‎ 


OSX 
= x tanx + In ومع‎ + c 


0 لا جرا التکامل: sin 1 xdx‏ 
نضع : u=sin x , dv =dx‏ 
a‏ ماج 1 
فنجد . »× - ۷ , Jı - jx‏ 
2 
-[] 
مت ۱ 1 ید اع 
بسا دن 2 ) د-2200-)[2 + عمو وق ا 
9 
2( ۲ -) 1 کا 
ويك اس ييا 2001 = 
2 
۳ لا جراء التكامل: حل ع ' [tan‏ 
نضع : »تل ع نحل u = tan ۲ x,‏ 
1 
فتيجل: du = 5 012, = x‏ 
۲ + [ 
و منه: x‏ 25 ده x dx - xtan‏ صم j‏ 


ِ 
“يح +[ 


1 


۳۳ ۳ 
+( + مس ۱9 0 = 


(لاحظ أن البسط مشتقة القام) 


| لا جراء التکامل :4۶ (1 + + ) عنما‎ )٤ 


u = In x بل‎ =x بصع : [ + ع ب‎ 
5 ۱ ۳۹ ۱, 


2 3 
فلحل × + جک + - = ۷ ,رل — = lu‏ 
xX 2‏ 


sin 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۷-9 


عرو EE‏ عبر فى 
ومنه: × شد] یرو بت دس عه (1 جوري تى وا [ 
X‏ 2 3 
x + 1 x + Dix‏ 1 0 4 3 5 
٩ ۵ 1 3 2‏ 


4 2 


فح سه 


2 


535 


3 REEL 
9 4 


٠١ , ۵(‏ ۱) التکامل المحدد 
Definite Integral‏ 


لتکن ] دالة معرفة على فترة مغلقة [ط ,۰]2 لنجزئ هذه الفترة إلى ١‏ فترة جزئية بالنقاط : 


۸ ی ین اس X0: X1‏ 
۱ ۱ 5 ۱ ا 2 ع لقع لسكا ات اد 
او [-و E ¥ X2 X1 Xj‏ 
Ax.‏ ج 
المحققة للش ط: 
Xî n X=] ۰ Xn‏ < 21-1 یه ۳ 1 3 0 
لنحدد أطوال هله الفترات؛ بالصورة: 
1ب - AX =X‏ 207 و - و = ۸2 AX1 < 1 - X0:‏ 


لتكن ;۸ نقطة اختيارية من الفترة آز< ,5-1۱ بالتالي» فإن: 
عمو[ RS Olea ASE EIN‏ ع E RGN‏ 
من اللا حط أن: 
Ax;‏ ,4( ورج = +f (AJAX, +...+f (AJAX,‏ عش(یش) f‏ 
1< زر 


ا تعریف )٠١,5(‏ 


(Riemann sum) بمجموع ريباك‎ 3 f (A. JAX. نسمی الجموع‎ 
1 1 5 


اح | 
للدالة ۴ على الفترة [2:0] ونرمز له أحيانا بالرمز بر5. 


سا ماه تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


)٠١١,١86( مثال‎ 

آوجد مجموع ریمان للدالة ؟» حيث 1 + ×2 = (10 على الفترة [1,5]» علما أن نقاط التجزئة 

هذه الفترة هی: 5 2 و و 2ع وأن:3هى معضفات فترات التجرتة  12,3,4,5(‏ 1. 
e‏ 9 ا ۰ - 


عا| د 


اتعریف (۷, ۱۰) 


إذا انتهى جموع رییان: :۶)2۸,(۵ < = رک نحو نفس النهاية: 
۱)مه| كانت التجزئة ۳ 
۲)ومهبا گان اختیار ةداغل فترات العجزقة. 
وذلك عندما ينتهي آکر أطوال الفترات الجزئية نحو الصفر: 
0ح ز4 هه فإننا نسمي هذا المجموع بالتكامل الحدد للدالة ۴ على 
الفترة [3,6]» ونرمز له بالرمز: 


1 
۳ (x)dx 


1 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل ۳۹۷ 
ادن: 


/ 
| (۲ < lim 2 (Ax: 
7 1 2 -1 


TAX AZ, 


0 
(47 lim S, 


max Ax, راج‎ 


نقبل صحة النظرية التالية بدون برهان. 


| نظرية (۸ ,۱۰) 


إذا كانت ] دالة متصلة على الفترة الغلقة [0 :]۰ فانها قابلة للتکامل على هذه الفترة. 


مشال (۱۳ ,۱۰) 
باستخدام التعریف» آوجد التکامل: 


عل 

۶ دالة متصلة على [ط ,2] لأنها دالة کثبرة حدود» إذن هى قابلة للتكامل على [ط ,3] استنادًا 
للنظرية السابقة. ۱ 

لنختر التجزئة بحیث تکون آطوال الفترات متساوية (تجزئة منتظمة) إذن: 


نا ۲ +( + 5 2 ۲ ۸ 


تشه[ 1 , عت 1+ „=a‏ 


لنختر .2 بت یکون: Xj‏ = زب فنحل : (A) = I(x;) =x‏ 
لنشکل مجموع رییان؛ فنجد: 


11 11 1 
برق‎ < 2 (A; JAX; =2 کر‎ =2, 3 
۳ =1 حم‎ 
)جم ج‎ FRE FX AF) 
= Arla + Ax + a + 23Ax + ...... +a +IAx + +......a + nAx) 


= مرش‎ + Ax(l + 2+3 + ...... + 8)] 


لکن: كك ور + .2+3 +1 (مجموعة حدود متوالية عددية) 


ادن: 
Hk b-a ۱۳+ ۱(‏ -] عي 
2 
IETF‏ 7 = ر +( -) - 
]1 
عندما 0 ج ۸ فان مه ج م ادن: 
اس زا + sS, = baa‏ سنا ند | 
۲ 11 عن ون جح زر ۳ 
9 9 ےرک +م)(م-) - 
2 2 7 
1 
(لأن ا( 
77 تج 


نقبل بالتعريف أن: 


7 1 جل 
f(Odx=0 ۱‏ | (] معر فه عند 3) ۲ ۵( | 4۲( | (ê 5 (b>a)‏ 
1 


1 


استنادًا إلى تعريف التكامل المحند يمكن البرهان على صحة النظريات التالية والتى نقبلها بدون برهان. 


الدوال الا سية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹۹ 


نظرية (۱۰ ,۱۰) 
إذا كانت ع ,5 قابلتین للتکامل على الفترة [ط ,ه]ء فان: 

1 ۳ 
ef ) ۱6۲ = c| f(x)dx 


0 ر ۳ 
۵( )2 اه +0( 1 بع = 02|() و + (2) 7 [eı‏ | 
i 7‏ 1 


نظرية (۱۱ , ۱۰) 
إذا كانت 1 قابلة للتكامل عل فترة مغلقة [ط ,ه]» وإذا کان: [طبه]ع» ؛ فان: 


7 3 3 
f(x)adx‏ | د ل ۱ ح ۵( ) ز ۱ 


نظرية (۱۲ , ۱۰) 
اذا كانت ۴ قابلة للتکامل على الفترة [ط ,]۰ وکان 0 < (1 على هذه الفترق فان: 
1 
۲20( | 


۷ 


نظرية (۱۳ , ۱۰) 
إذا كانت ۶ ع قابلتين للتکامل على الفترة [ط ,ه] وکانت (*)1 > (0ع على هذه الفترق 


7 07 
| )ع‎ 04 > | f (Dax فان:‎ 


1 


نظرية القيمة الوسطی للتکامل (۱۳ , ۱۰) 
ادا كانت 1 دالة متصلة على الفترة المغلقة [ط ,a]ء‏ فان: 


النظرية الأساسية فى التکامل (۱۰,۱) 
The Fundamental Theorem of Calculus‏ 
إذا كانت ۴ ذالة متصلة عل الفترة العلشة [ط بة]. فال: 
١)مشتقة‏ الداله 6 المعرفة بالعادلة: 


6)( - | ۷ 


1 


عند × حيث [4:0] € ۰ هی: ()/< ()67 


الر‌هان 
لدرهن على صحة الفقرة الثانية فقط: 
من اللاحظ من العلاقة (۱۰,۲۲) أن 6 دالة أصلية للدالة 1. فاذا كانت ۴ دالة أصلية 
آخحری للدالة 4 فان: 
7" 
(dt = 7 )( +»‏ ] ۲۲ ,۱۰) 
il‏ 
(الفرق بين دالتين أصليتين لنفس الدالة مقدار ثابت). 
لتحدید » نعوض في طرف العلاقة (۲۳ , ۱۰) عن × بالقيمة ة» فنجد: 
4 
[f (dt = F(a) +c =0‏ 


1 
راستنادا للتعریف (۸, ۱۰)) 
ومنه (1)3 - = ۰. بالتعویض عن ‏ بقیمته في (۲۳ , ۰۱۰ نجد: 


۲۵-۳) - ۳۲۵ 


۸ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۷۱ 


وبشکل خاص إذا كانت: ط = عن قال: 
7 
F(b)- F(a)‏ ۱ 


ا 


7 
| f(Odx= F(b)— F(a) 


iî 


ال )١١,۱۷(‏ 
أوجد قيمة ه التي تحقق نظرية القيمة الوسطی للتکامل على الفترة 


[1 , ۰0 ]ذا کان: 2 = 
ال 
1 ۱ 
1-0=1= ° 1= مد = jf ceye‏ 
0 1 


وحسب العلاقة (۲۱ ,۰۱۰ فان: 

م ا 
1 (0-) تیف LE‏ ددع 
0 


والمقبول: (0,1) e‏ چ = 


)١*,۱۸( مثال‎ 


أوجد قيمة كل من: 


2 
دب‎ 
sinx cosx )1 + sin” x dx ( 8 + + 1( )١ 
۱ 


24 | یس ك 


۳۷۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


شاقن 2 
(١‏ دج + ] <1(40 + + کم | 
2 3 ْ 
2+0 ب)-(2 +2 + - 
3 7 
0 2 
مه ی ف ۶ 
ESI A A= ¬ |) +S1n” xX) (2SINXCOSX)AX (۲‏ )وم هن | 
0 0 
1 ( منوج 1 _ 
8۳ 4 2 
4 1 ۱ 
"د هنن ۱۳ 
4 24 2۳ 
تک 18112155 
8 816 6 8 


نتيحة (۱۰,۸) 
استنادًا إلى (5 )٠١, ١‏ واذا افترضنا أن ] متصلة على مدی ‏ وأن ع قابلة للاشتقاق على 
الفترة [طبه] وأن مشتقتها متصلة على هذه الفترة» فان: 


ر 


[۶ )۵(۵ ۵ F(g (x1, 
7 


((۵)ع)۴ - ((ط)ع)۴ =۴ دالة أصلية للدالة ۴) 


لكن استنادًا إلى (5 )٠١ , ١‏ أيضًا وبنفس الشروط آعلاه فان: 
)2)0 
F(g(b)-F(g(a))‏ ۵4۷[ 
gla)‏ 
ادن 
)2 1 
(g(x))g )((۲ = 1)‏ ۱ 
tf‏ 


gla) 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳/۳ 


مشال (۱۹ ,۱۰) 
أوجد قيمة التكامل : 
ول (إرشاد: أجر التغيير نا 10 = (x‏ 
سل ۱ 
من العادله: zu < (> 2sinu‏ 
نجد :نال u‏ 2005 = 01عند‌ما:0 = × » فإن: 0 = 251۳0۷0 > 0 = u‏ 


وعندما: 2 = × فان: 2 - ص2 جع 


L3 
2 2 
9 ی‎ 
۱ 4 -- ¥ dx = | ¥4-4sin u ۰ 2 ۷ 
0 0 
3 
2 
¬ 4 | “وه‎ ucu 
0 


لکن: ربب 09 » ادن: 


یم 3| دا 


| 4x dx = 2] (1+ cos 2۷ E FF 
0 


1 


(| = 


5111 24 
3 0 


قاری ۱و ۲۱ 


آوجد مشتقات القادیر التالية: 


log; x (f 2 ۲۲ ۱ 
Jinx ۶ ان‎ +۵ )۳ 
8 4 
ار‎ NFHS oe x İn (sin x) ۵ 
3-7 
E (۸ طاو‎ x (۷ 
بون[‎ ۳ +1( ۰ x eê 
۲ 
21-1 0 
lo (1۲ tan” ) +1) ۲۱ 
EES مان‎ 


1 
سوم رک ور كوم و 1۱0 


VE 


sin” + (۱ 

۷ ۹-۵ مزه 
۵ 2 ررق 
1( 0« 


واكك ا ا 
1 + 1 + كرد 


CSC xX + lan X (o 


(TY 


(x>Û) x 
-1 2K 

cos" (cos (€ (( ۷ 
۳ 

In (tan ۰ ( (۹ 

آوجد ۷ إذا كان: 


yinx+x=y ۲۱ 


تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 


sec (tan اف‎ (1٦ 
cos" (ln x) (1A 
2* In sin x| ۰ 
لت‎ 
با بت‎ 
1 
ا‎ >> 1۳1 


3۳ ۲ 4-1 ۲۸ 


sec دمص‎ ( (۳۰ 


۵ (+۱۷2۲ 


لتکن ۴ دالة قابلة للتکامل على الفترة [8,۳]. نعرف الساحة الواقعة تحت النحني (۴)۸=ر» حیث 
/ 

۴)×(0 وفوق عور السينات وبين الستقیمن هن ط=× بالصيغة: f f (dx‏ = 53 

أوجد فيما يلي الساحة الحصورة بين المنحني والمستقيمات البينة في كل فقرة: 


(D ۳ 


۷ 0 01120 = ê” 


2 
(ب) جين [ دعر لح يرو لاحر 


(ج) لدع 1 دين 2-4 0ع< y‏ 


SUR sléVsSlîX O) 


أوجد التكاملات التالية: 


dx (Té 


(2x - 1(* 
۳ 


(sinx + 66۲ tan (۲ ۰ 


داپ ت 


1 
(lx + dx (^A 
r 
| کم‎ -DO+dxr (4° 
TE 
] ۲ 
: زر‎ -[ 


dx ) ۶ 


بابسا ن 


5۲ 

j تمنم‎ + (۲ ) 7 
x 

x) dx (EA‏ +1( ]| ت 

dx 

| (sin 3x + cos4x)dx (0 ° 


۱ 0 (0 


2ب + ۷/1 


0 
[sin tcostdt (o٤ 


dx (0٦ 


م 
۳ 


| (sin3x + 1 000۸ 


| xsecx” tan x dx (۰ 
۱ (e 3 2۱ 


1-3 
سب يز 
7خ X1‏ 


|) “م6‎ +1 dx (17 
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۳۷( پچ کے 


51113 ] 1 


an Jdx (E۷ 
j? 


| (ax+ (۲ Ox (۶۹ 


1 
iE + 1) x dx (0 1 
0 


|] ١ x +1 (۵۵ 


1 


31 2 
3 a (0¥ 


۳ J 


e: 
| ۳ 
(l—tanx) 


005 ده دهنه لدم | 


| (cot3x +2 (۳ 


1 
6 7د 
۴ 
ی 
(1Y‏ تا | 
e“ +5‏ 


۳۷۹ 
] 27 dx ۸ 
لام‎ ( 
سس‎ ۷ ٩ 
Er 


(secx + tan (0 (VY 


| û +cot(sinx))cosxdx (Vé 


۳۹ + cscx)* dx (¥ 


ا 


۳ 


م -] 


| xInxax (AY 
5 Inxdx ۶ 


e“sin2xdx (A‏ ا 


3 
۲-۸ ۷۱| 
۰ ۹ هن ]| 


4۲( دو(دة) "من | 
: 3 )عر ةم 2 | 


| ۱-۲ 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۳ (۹ 

0 

۱ ۱21/۲ 
۷۱( ا 

2 

۱ 1 
(VY‏ أ 
كاك 


[3 eos (۷۵ 


ا پا اه 
dr  . ۷‏ 


ا ف 
لد دي 


۳ 
1 (tan x + 1 


5 dx ۹ 


1 + x 
| عند‎ "dx 098 


| xcos3xdx (AT 


5٩1۱ ۵2 ۵‏ و۳ 


۷ 
[e 0 e (AV 
| xlnx dx (AA 


[tan ! )20 47 (۹ 
3 
2 ري‎ 
| xsec” xdx (4 
0 


7 
2 
| | 107 | dx (40 


_22 
2 


7 
|| -1| 43 ۷ 
= 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل ۷۷ 


)١ 5 5)‏ تكامل حاصل ضرت : تر مثلشت ۲ 
مثال (۱۰,۲۰) 
أوجد التکاملات التالية: 


١‏ )يبل Isin2x cosx‏ ؟ ) sin2x dx‏ عرتووع| 


sinacosh = > sina +b) + 51 (۱ 


۱ ۱ Lês 1 1 ۱ 
Jsin2xcosxdxı > 2 |) تمزع‎ +sinx)dx ع 00523 2 ع‎ COS +E 


i‏ اس 


کی ای ی م 
۲) نعلم آن: cosasinb =7 [sing + b) sina — b)]‏ 
ادن: 


1 1 ۱ ۱ ۱ 
+ 9 + تفت ET‏ = ۲(/۷۲ 5۱0 -رکوزم) | 5 = 2101 310و | 


مثشال (۱۰,۲۱) 
آوجد التکاملات التالبة: 


sinûx dx ۲ lcos4x cos3x dx( ١‏ وزوز 


1 O: 
تعلم آن: ل( ی ات میت‎ )١ 
ادن:‎ 
| مام وتو = ۲( ۵05 + 7و1 - جمدت عون 4 دوه‎ 
sinasinp = [cos =b)=cos(a+b)] نعلم أ‎ (۲ 
ادن:‎ 


۱ ۱ ۱ ۳ 1 0 
| زة‎ 31020 21 )6083:- CcO55X)dx = gE 7۳ ET ع‎ 


۲۳۷۸ تطبیقات ق حساب التفاضل والکامل 
(۱۰,۷) التکاملات المثلثية من الشكل : jsin"x cos"x dx‏ 


)١‏ |ذا كان د عددا فردیا (دالة الجيب من آس فردي)» نفرض: ا=×وهء 
۲) إذا كان « عددا فرديا (دالة جيب التمام من أس فردي)» نفر ض : ]-10؟5 
۳) إذا كان مص زوجيين:» نستعين بالصيغتين: 


53ح -- 1 


2 


2 
5111 4= 


1+cos2x‏ هد 


COS X 
2 


تال (۱۰,۲۲) 
آو جد التکاملات التالية: 
۱ وم ع [sin‏ 
sinx dx ۲‏ ومع 
۳ نوا 


cos x dx (£‏ رزو 


اس 
۱) لنضع: dt = sin dx > 09۶ = ١‏ 


۱ 5 3 8 
1 )1- cOS*x) cos*x sinx dx=Îsinx COS“ X SINX dX 


5 3 
وم عاو ديرق ی و ]أده 
ف 3 


3 5 ١ 
COS X کم‎ X 
سس ببس‎ e + 
3 5 


dt = cosx dx جوزو ج‎ =t : لنضع‎ )۲ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۷۹ 


ويصبح التكامل على الشکل: 
sin x) sinx cosx dx=jceos*x sinx cosx dx‏ ۱1 


ر م 
+e‏ — سب عو -1)] = 
4 نت 
sin” x sin x‏ 
+ ح 


2 


sin” xdx= | ) ی “مزه‎ 7 (۳ 


2 1 (1- 2cos2x + لوو‎ 27 


حشانا تهات لك 0 5 


ما لو وو 1 
8 2 4 


0( تحت نت[ xdx=‏ کومی د sin”‏ 


ا 


۱ 
)2۸ “ووه + :22 ومع 2 + -cos2x)(l‏ 90 3 


2۳ تدم - 2 وم 2 - 2-6092 cos‏ 260924 + 0 > 


شوه +1 


= + و2ومه‎ cos 2x)dx 


1 5111 Ax || Sin 4x 


2 ۳ باب 
8 2 ,3 9 


١ eos Axdx 


cos 2x dx = eos 2X 06052 dx 
= 1 - §in”2x) cos2x dx 
= jcos2x- ١ sin” 2) 2 00 


sin2x 1 sin 2x 
سس سس‎ + 
9 و‎ 3 


TA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
وبالتالي» فإن: 


sin x وم‎ xdx 
1[ x ۹10 27۲ sin4x 1 sinûx میگ‎ 
2 ۱ ج ال 2 113 تست سم[ سس‎ 
8 2 2 8 8 2 6 
xX سب ۷ تشاد‎ 


مور gin?‏ سب مت 
48 64 16 


(۱۰,۸) التكاملات الثلثية من الشكل 47 ۵60+ صدا | 
حیث: 11,10 عددان طبیعیان وقد يساوي آحدهما الصفر. 
تصادفنا هنا ثلاث حالات أساسية: 
۱) قوة ۹0606 زوجية: 
والوسیلة لتبسيط التکامل إجراء التغيير: باح 0ها 
۲) قوة ×ءعء وبالمثل قوة ها فردية: 
والوسيلة لتبسيط التکامل إجراء التغيير: دا = × ۵۵۵ 
۳ قوة هه فردیه وقوة 20 زوجية: 
هنا نلجأ إلى التکامل بالتجزیء لتبسیط التکامل. 
4) قوة ۹602 تساوی الصفر: نکتب التکامل على الشکل: 


tan” xdx= | tan" x(sec x— Dax‏ )2 < ۱ » فنحد: 


)٠١,؟45(‎ 


2 قوة برءهة زوجية وأكبر من‎ )١ 
| tan” اور‎ 2 xsec xdx أ( نکتب التكامل عل الشکل:‎ 
7-7 


(ب) نعبر عن ×“ "ممه بدلالة 120 باستخدام العلاقة: 


5 
„sec هو +1[ دج‎ x 


(ج) نجري التغيير »= «2) فيتحول التكامل إلى تكامل كثيرة حدود في المتغير ا. 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل 


قفا (۲۳ و ۱۰) 
أوجد التكامل : tan? xsec xdx‏ | 
الل 
(آ)نکتب التکامل على الشكل : :دك tan xsec” xsec”‏ | 
( ب )تعر عن × sec”‏ بدلالة ×صه)» فنجد: x)‏ کصها +1) sec” x=‏ 
(ج)نجري التغيير 1= 18317 » فنجد: xx‏ 0و - 1 يصبح التكامل على الشکل: 
tan 01+ tanx)> sec” xdx (1 4 u) du 2 ۱*0 +2, + u" (۱۸‏ | 
6 4ك 5 ورد 


1 1 tan x tan x tan x 
- حوس نس م هدس ص يول[ بو نود ا #ب)‎ 3 + 5 ~~ 7 


عل 


مثال (15؟.١٠١)‏ 
آو جد التکامل: see" Xdx‏ 


انیس 
نکتب التكامل على الشکل: xdx‏ عمو xsec xdx = 01+ tan”‏ عم 
du = sec” xdx < tan ۲ = 14‏ 


قار 
3 
NX‏ 

نت العکا الشكا : + دون + 
یصبح التکامل على الشکل : 


1 tanı 
Nien (0 د 6 + بن + سح‎ 


۲ قوة 560 وبالمثل قوة دصها فردية 
)ا( نكتب التکامل على الشکل: [tan x sec" xsecxtanxdx‏ 
(ب)تعير عن × 4 ۱۵0۳ بدلالة ۲ باستخدام العلاقة: [-م ۲-۱۵0 tan”‏ 


(ج)نجري التغيير: 14ح 960 فیتحول التكامل إلى تكامل كثيرة حدود في المتغير . 


مثال (۲۵ ,۱۰) 
أوجد التعامل : dx‏ “مداع [sec‏ 


الحل 
۳( نضع التکامل على الشکل: xsecx tan xix‏ “مق E‏ 


(ب)نعبر عن × ”مها بدلالة + باستخدام الصیغة: 1-1 ۱-6 ا 


du = secx tan 1001 2 SECX = U (ج)نجري التغيير:‎ 


۳۸۱ 


YAY‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتعامل 


يصبح التکامل على الشكل: 


۳ ا‎ ۱ 
| sec" x(sec” xX— Dsecxtanxdx = j -- (4 
4 5 كن‎ Sex Sex 
= | ال( يرب‎ C= ۳ + ی‎ 
5 3 5 3 


۳) قوة 9002 فردية وقوة 120 زوجية نعبر عن :13113 بدلالة 860 باستخدام الصيغة: 


1[ حجر ۵و tan”‏ ثم نكامل بالتجزيء. 


نظرية (15 , )1١‏ 
ادا كان 70 I, = | sec"‏ > حيث 1 عدد طبيعى (2 < ) ء فإن: 
11-2 


2 1 
ی ۲ : 
gyn‏ موز [1]01- = 
1۱-1 11 


الرهان 
نكتب التكامل على الشكل: 
sec" x sec” xdx‏ | ۳9 
u = tan x ¢ sec” xdx = dul‏ 


E. 5 6 
لاجمو (2 - 2 ) ع راق‎ 3 xsecx tan 0 حه‎ sec * ۲ =v 


نطبق الصبغة: ۲ | - ۱/۷ ۷۷ ۰ فنحد: 


5 ا چ‎ 
سا‎ | sec" 2 xsec xdx= tanxsecT* سير‎ (n — 2) | sec" 2 xtan” xdx 


- tanx sec 2 x— (n — 20| عم 960 )۳ ”عمو‎ dx 


و21 -ه) جر (2- )2 "مووروة) - 


ومنه» فإن: مم21 مجع * (n-DI, =tanxsec"‏ 

ع 11-2 5 1 

أو: و ,+ المووبروو! سنح 7 
لتق 71-1 


ادا کان: و قال: 


۱ 1 1 
jér XX = —t{AnN XSECX + — 1 50 ۲ 
2 2 


1 1 
۳ ف‎ tan 560+ 18 |secx + tanx | +c 


)٠١ , 5( 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل YAY‏ 


1۰ A la 
ينصح نتطبيق الصيغة (۱۰,۲۲) فقط عندما یکون « عددا فردياه آما بالنسبة للأعداد‎ 


الزوجية فمن الاسهل مكاملتها مباشرة حسب أشرنا إلية سابقا. 


مشال (۲۱ ۲ , ۱۰) 
آو جد التکامل: xdx‏ 96 “مها ] 


الحل 
نعبر عن × 137 بدلالة × عع5 » فيصبح التكامل على الصورة: 
(sec ۲ -[( sec xax = see xdx— |] sec XX‏ | (/1” )۳ 
بالاستفادة من الصيغة (۲۵ , »)١١‏ نجد: 
3 

چات لد از بر <[ 

۳ "5 
ومن نفس الصبعة حك : 

1 ۱ 
1 - tanxsecx+ 18س‎ | secx + tanx| +c 


بالتعويض في (۲۷ , ۱۰) نجد الطلوب. 


مشال (۱۰,۲۷) 
آو جد التکامل : ×4× ese‏ 


ال 
بالاستفادة من (۲۵ , ٠‏ ۱ نعلم آن: 


1 - 2 


رش tanxsec‏ 
[ - 1 و 


لنبدل × في طرفي المساواة السايقة بالمقدار: ا ان 


58 
| sec” ارس‎ 


1 sec" xx = 


3 ر Fî‏ تٍ_ 
csc" “x — | ose” * xx‏ زاون 
1 - 1 


(للاحظ أن: دي sex = sef‏ 1 وآن: ده[ |ه) 


خ وود O‏ - 


YA“‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ادن: 


بالاسلوب نفسه التبم تال السایق» نجد ااطلوب. 
5) قوة 566 تساوي الصفر 


)۱۰,۲۸( منال‎ 
آوجد التکاملین:‎ 
| tan” xdx (f | tan xx ) ١ 


الل 
6 نکتب التكامل على الصورة: tan" xtan” xdx‏ | 
ثم نعوض عن × ”صة] بالقيمة 1-+ “56 » فنجد: 
[tan xtanُ = | tan” x(sec* x — Dax= [tan xsec” xdx-— [tan xelx‏ 
نتبع نفس الاسلوت بالنسية للتكامل: tan XxX‏ | » فلحل 
Dax‏ عر tanُ XÎ sec‏ 1 سرود tan xsec*‏ أ - ۲ tan‏ | 
x sec” xdx + | (see x -‏ "هما | - x 6 xdx‏ “صما | ۳ 
x sec xdx - [tan x sec xdx + | sec” XX - [ax‏ “صما | - 
(بالنسية للتكاملات الثلاث الأول نضع: (tan x = u‏ 
35 


5 tan x tan د‎ 
5 


6 دير حر ررق + 
7۲ نکتب التکامل على الصورة: tan x tan” xdx‏ 
بنفس الا سلوب السابق نکتب التکامل عل الشکل: 


۱ 2 3 
۱ tanî xdx= | tan x(sec” عع‎ 1۱0۲ = | tan Xsec” رز‎ 1 tan عع ع )ند‎ ۲-1۲ 


۱ 2 
tan X tan  X 


4 2 


-In|cosx| +c‏ ب داد ها | + دلج sec‏ تدهة] | - جمد “عمو x‏ مها | ك 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۲/۸۳۵ 


مثال (۱۰:۲۹) 


)۱۰ ۰, ۲۸( 8 tan”! دم1-خ‎ 


لفل 


37 إا 
(1-عر )بر 2 xdx= | tan"‏ “صو عر 2 tan" xx = | tan"‏ | = ,1 


ولد “منة. عر tan”‏ ب 


(نضع : دموا ۵و ررق أ ادن: 


7 | 
وا "نه - بر 


(١ 5 ,"١( مثال‎ 
[cot ×+ أوجد التکامل:‎ 


ا لحل 
من (۲۸ , ۰۱۰ نعلم آن: 


5 0 8 سپ 5 6 ۰ ۳ اب تن ۰ 
لنعوض عن × بالقدار: سک في طرف الطابقة السابقة. فنجد: 


7 ۳ کاس E‏ تین واپ ۳ م2 "صا | ب 
2 2 2 2 ۵ 2 
۱ 


TA“ 


1 

co xlx= 2 cot’ X— 1 cot XIX 
۱ : 

[cot XxX = 6 ز تام‎ [cot xX 
| 

cot XX 2 سح‎ ۳ cot سح با‎ | XX 


001-0 - ح ۲0۷۲ تام | 


ادب: 


1 1 
x+cotx+x+c‏ 7ن سس بر col‏ +۳ 


آ و جد التکاملات التالیة: 

|sin3x cos5xdx ) ١ 

۳( جوم 05[ 

| ججمادم‎ b)cos(ax—b)dx ) ه‎ 
| cosxcos’ 30*۷ 

آ و جد التکاملات التالية: 

[eos xdx (۹ 

[sin xcos ۱ 


CUO 5 9 


117 
51117 X 
[sin لوم‎ xdx (۱۵ 


۷( “وم ] 


|] xdx (1۹ 


AX 


sinî کم‎ x 


(۲١ 


[cot 2۳0 = e0 


مارین (۲ ,۱۰) 


| sinlOxsinl ۲ 
|] وزه‎ cos ده‎ (0 

3 2 
|sinwtsin(wt + (1 (3 


|sinxsin2xsin3adx (۸ 


xx (\ *‏ ونی 
۲ دومع - [sin‏ 
2 2 
IER‏ 9 
£ ا( sin xdx‏ 
[sin xcos xdx(\ ٦‏ 


[osc xdx (A 


2 
| 
٩11 X 
dx (۲ 


رتوو تر sin‏ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۲۸۷ 


۳ * + داز 
(YY‏ سالپ عب سا 
ی نج و9100 
۷ 2 
[ese 3:7) ۲ ۵‏ 5 ؟ ) [sec 4xdx‏ 
xdx(TA | tan SAdx (TY‏ اه | 
4 3 3 ا 
4 0 0+ س 1 ۰ > sin”‏ ۳ 
4 3 
1( ا الت ۲ [sin x cosx‏ 
A‏ 1]1* 
۲ب کے E‏ 
sSinxCOoS x‏ ۷/31 


[cot xdx (Y0 


( 4 3 ۱) التعويضات المثلثية 
The Trigonometric Substitution‏ 
نظرية (۱۷ و ۱۰) 
لتکن ] دالة متصلة على الفترة [2,2.]. 
١)إذا‏ كانت ] دالة زوجية تحقق الشرط 100 = («- 1 فان: «۵() ۶ |2 :)۶ “| 
۲)إذا كانت ۲ دالة فردية تحقق الشرط (100- <(«- فان: 047۲0 ] 


۳ 7 7 37 7 
چ علد “مر + ۹۱ ۰۱۷۳-۲7 حبث 0 <2 


القيمة 


قيمة ) بدلالة × 


x =a tan 1 


2 2 2 2 3 2 Ê i 
fan x = sec x -1 sec x = 1 + tan x «sin x + حظ أن *1 = وم‎ 


TAA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


a E 
ا‎ 
1 dx 
: أو جد قمة التکاما‎ 
1 2/1 - س0 چ‎ 1 2 
الحل‎ 


نضع : SInu‏ = عر » dx = cos Mia‏ 
(لاحظ آن: ھچ ان #0 (u‏ 
2 
1 تس سید + 1 
عندما: --<فان: دورو اوم سح ور 
2 2 0 


1 و 1 : 7 ي 
وعندها: = 5 فان: = رزو - ۷ إذن: 


۷2 ۷2 


r 7 
2 

4 x COS JH 1 011 
| 2 Sin” 0 3 
2 6 


= COU - - اون‎ ret =-14 3 ± -1+-1.73 03 


6 
نظرية (۱۸ , ۱۰) 
إذا كانت الدالة ۴ متصلة على الفترة [3,5]» وإذا كانت الدالتان ۴,6 المعرفتين بالمعادلتين: )۰۷-۳ 
())سدا. قابلتين للاشتقاق على الفترة 1. وإذا كان المقداران ".نا ينتميان إلى الفترة [2,0]» فإن: 


11 11۲ مر 2 
کے س سإ سس ۳ : سب 
dx Jf 1 xX 7 )( x‏ 


قال (۲ ۴,۳ 


أوجد مشتقة الدالة المعرفة بالساواة: 4 +۷1 ]| حر 


جا 


de. يي‎ IT CT و‎ 
ا‎ )1( dt) = pa 7 10) 7 : تعلم ال‎ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل ۲۸۹ 
ادن: 
E‏ 44 
dt‏ 1+7 | -- 
؟ E‏ 
+ له( عر2)- “برس ]ليح * رد1 2. * دال 


(= × ( 


)٠١ ۳۳ مشال‎ 


لنجر التغيير: 2۲-510۷ جه (2۸) ! وزو > 


الس 
<> - 
2 2 


E OS 1-422 1 کوزو-‎ 


فنجد : ۷ “عون = u‏ 


يكتب التکامل على الشکل: 


, ... رم 

۱ 5111 14 1 [1 +sin” ۱ 

سس ]| - 009/۷ -۰ تر ]| 
۱ 3 ۰3 3 


3 4 3 : 
)1- 4,2 (2 (cos 2 COS ۷ 


01 


1 2 1 7 
= — tan” 1۱6۲ = — | (Sec u — ۷ 
7 1 
۱ 
ساح‎ (tanl — tt) + ع‎ 
a لاس ۳ کے = وزو‎ ( 


۱1-42 


(اعتيرنا 1 زاو ره حادخ) 2x‏ 


ملحوظة: 


لو وقعت نابي الربع الرابع» لكانت SÛ «xX SO‏ 511 
0 < ۰605۷ 0 > 1۵8 و صلنا على نفس النتيجة. 


+ ۳۵ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۳۹ سبق 6 نحل : 
x= ۱ ََ sinî +‏ ممع 
7 وچ ا 
1-4 ۵ 


e E 
2 
بعك ”مع‎ 4 ۱ 1 
آوجد التکامل: سس‎ 
(4r +16 -15(* 


ال 
من الواضح آن: 
5- (4- 42 - 15- 161+ 42 - 
نتمم إلى مربع کامل (5011356 »۳۵/6) القدار ما بين القوسین باضافة وطرح مربع نصف 
معامل )» فنحد: 
5-[4- (4+ 4 - ]لد د 15-(40- غاب 
*(- 406 -1- 16-15 + 40-2(2- - 15-[4- 2(2-غ)]ف = 
لحر التغیر: = 1-2 2 + بر دع حب يرل وله 
یکتب التکامل على الشکل: 


| 
01-422 


(لاحظ آن:: مر 2( عادو 2و ) 
وبالاستفادة من المثال السابق» نجد: 


2 2 
+ م بش مش 5 پ تن 
1-4 | 1-42( 16-952+ 4 
21 ۱ 
+ سوق اوج سس 7 
16۶-5 + 4,2 |8 


]- 2 


= ا کے‎ e 
4-4: +1615 5 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل » 


u = !ما‎ > e5 x = 3tanu لنجر التغيير:‎ 


زو 
رن 
2 2 


dx = 3sec” udu «9+ x* )و‎ + tan” زر‎ = 99sec” u : فنحل‎ 
يكتب التکامل على الشکل:‎ 


61۱0 ح‎ ۳9 | cos” udu 
2 


4 “عم 3 1 
و )وس 

ب sec”‏ "27 ب x”) 81" sec"‏ + و) 

sIn 2u 
2 


mm 


ع + (u + 51۷ COSU)‏ ا U - +e‏ ا = 2u)du‏ 005 + ا ت 
54 ۱ 54 54 


لاسظ إن 


٩11۱1۷ = 


3 
— = /3]11] هه > 20۱81 , 


3 23 
9+ ل 9+ + 
(اعتبرنا نا زاوية حادة) 
ملحوظة: 
لو وقعت س في الربع الرابع» لکانت 0>×» 
0> 510 0 < :۰609 ولحصلنا على نفس النتيجة. 


ما سبق» نجد: 


ان ۳ :۱:۰ 


5 ۱ 
او حد التکاما اع تسم 
۱ *(37+ 47+ تج 


۳۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


الحل 
من الواضح آن: 37+ (1+ ”)4= 37+ 41+ 4ı”‏ 
نتمم إلى مربع كامل القدار ما بين القوسين بإضافة وطرح مربع نصف معامل . فنجد: 
ودج ++ 4= تقوب 4 
4 4 


31 


۳ ۳ 1 ۱۱۰ 
6+ | -+ ۲ 1+3/<4- اع 3/<4+| | -+4]| 4 < 
2 2 4 27 . 


لج التغيم : د 2+ اه »= > بل :ل 


يكنب التكامل عل القكر : 
dx‏ 1 1 1 
ا ا > 
+ ی( 16 )36+ (4x‏ ا *(37 + 4 + (A‏ ]1 


وبالاستفادة من الثال السابق» نجد: 


354 1# 1 1 1 
+e‏ عت صق ا.-</ أ 
x“ +9‏ 3 4 16 )37+ بك + (4r‏ 
(© ثابت جديد» لاحظ أن += ( 


مشال (۱۰,۳۷) 

أوجد التکامل: dx‏ سس 
ا لحل 
شم 2 حير وت کک 


0< ۷ < 7 آو >< <( 


dx= 25661 tanudu ۰۱-42۱۵ فنجد:‎ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹۳ 


يكنب التکامل عل الشکل: 


Secu ۷ 18 1 Secu 0‏ 2 0 ۱ ۱ 
تعن 25۵ 27 (4secu—2)(2tanı)‏ 4- 2بر پر قن 
1 
2015 ۱ : 1 
کے | کے لل | 
u‏ “2-05 2 *2 
cos” u‏ 
COS 1 05‏ 1 
۷ ]ددر سس 
ره +1 ”2 (ه “2-1-1 `2 


نضح =f‏ 51۳1 حل 065۲۱0۲۱ ع أن . 
بالتال فان: 
dt 1 5‏ 1 


1 E 
x= — = —tan FE a l(ginu) +c 


1 


۳ 3 2 
لاحظ ان" 6 SECU‏ + = = 00510 م 


1 


(اعتمر‌نا نا زاوية حادة) 
ملحوظة: 
لو وقعت ن في الربع الثالث» لكانت : 


0 > » 0 > ناوذة ولحصلنا على نفس النتيجة. 


نما سبق» نجد: 


۲۹٤‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


قال (۳۸, ۱۰) 
آوجد التكامل : 


dt 
ا‎ (r 27-12 + 27-3 
ال‎ 


من اللاحظ آن: 1-1-3+ 2+ 2-3۶ + 2/ 

أضفنا وطرحنامربع نصف معامل » فأصبح ثلاثي اش دود على 
الشکل: 4- (1+) < 2-3 + ۳ 

لنجر التغيير: ×= 1+1 1- = بح بر < 411 


یکتب التكامل على الشکل: 
61 


dt :‏ 
4 سس 2 - (1- )2 ۳ 3ل ب 11/2 - ,2 + ص 
0 
4 0 


وبالا ستفادة من الخال السایق» فال: 


لا 5 01 ۱ 
7 2 م2 2و( عوبس 2ن 


9 

1 Vr” + 2-3 

=— {a _ + 
2 ] +1 


2 


تحارين (۱۰,۳) 
آوجد العدد ه الذي يحقق نظرية القيمة التوسطة للتکامل للدالة ۴ في كل ما یل على الفترة المرافقة: 


[-1,3]« f(x) = 3x* - 2x + 3 (¥ ]-2,2[ « f(x) =3 + |x-1| )١ 
[-2,0] f (x)= x +1 )5 [-2,1]« f(x) = [x| +2 ۳ 


OS] 05‏ 5 ) مد + الك - دام ]03 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹ 


آوجد 7« إذا کان: 
sin2r” (۶+ | 05-1 (۷‏ | کب از( 
2 ۱ 

2 


۳5 
y= ا‎ | sin2r (ar 4 | sin tdi (A 


1 (1 


أو جد التکاملات: 
. 2 
2٩‏ +4 - ۳ | 
0 


6 
۷-2 1/۱ 


xx (۱Y‏ ەەا 
0 


۳ 
5 
j 2x +x dx (۱۲ 
3 


5 ) إذا کانت ۴ دالة متصلة على القترة 12,01 فبالتعريف نحدد معدل الدالة ۴ عل الفترة [2,0] 


با لصيغة: مه( ۳ = پو 
1 دس و 


أوجد العدل لكل من دوال التکامل الموضحة ف الت‌ارین من ٩‏ حتی ۱۳ على فترات التکامل 


الشار إليها في كل مرین. 
أوجد التكاملات التالبة: 


1 3-2 - * ۵ 


۷ 


3 
Rem 
Nz - 4 ۵ 


١خ‏ 65-7- ل 


x (۳ 


(x- Dx? -3«% +2 
dx 
سس‎ ۶۵ 
1 + (1 - بر‎ 


]۷2+ dx (11 


x - 2+2 0 
x7 +» dx (1 * 


3 
۲ 112ل م 


f‏ سس 
(xX 2-22‏ 
x‏ 


وو کے 
ر + 1+( بر - ۳ 


۲+۱ | 
0 


01 و وتو زور بر و2 

1¥( وتوم ووم ذا ج +9 ِ 

-2x +2) ۸‏ ثبل In (x-1+‏ + 2ر2 یرل 
2-4-2-٩‏ 

( | >+ تلود بجع ]و + رل کل 

۲1( | 6-7 تلا ج و حاق- ديرم قرول 2-7 

1(۲+: + "۲ 2۱ +1 +0 کب 1+ +x‏ کر لو(17+ر8+ C+D‏ 


بق 


۳ دو 
1-1 
60 1-1 
5+ ر2- بل 
۵( ا سا 
۳-۹ 2 
2+ بر + 1ل || 
اتب | 


2 - بر +[ 212 


(۱۰,۱۰) تكامل الدوال الكسرية باستخدام الکسور الجزئية 


Integration of Rational Functions by Partial Fractions 
ادف من دراستنا التالية هو تكامل الدوال الكسرية الحقيقية من الشکل:‎ 


اب 2 
CTT‏ زوق ب مويه كوي 


)١٠١,؟9(‎ h(x) = 


-1 ۲۱-2 
RE HBS FEB مسحي‎ 


وذلك بتفريقها إلى كسور جزئية بسيطة يسهل تكاملهاء ونظرية تفريق الکسور تجيب على هذا التساؤل. 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹۷ 


لتفریق کسر من الشکل (۲۹, ۰۱۰ کل من بسطه ومقامه کثبرة حدود في المتغير ×> يجب مراعاة 
الأمور التالية: 
)١‏ قوة البسط آقل من قوة القام وإلا قسمنا البسط على القام واستنتجنا القسم الصحیح. 
۲ اختصار العوامل المشتركة بين البسط والقام. 
۳ _ تحليل المقام إلى عوامل من الشکل: 
4 ۳( -×) حیث 71 عدد طبيعي» 611 4. 
(ب) أو الشکل: "(4ل + + ×ط)» حیث ‏ عدد طبيعي: ۸[ ع 0. .م 
بشرط أن لا يكون المقدار: 4 + + حط قابلا للتحليل إلى عوامل من الدرجة الأولى. بلغة 
آخری أن يكون مميز هذا المقدار سالبا (0> 40- 27) . يكون شكل التفريق للكسر: 
(×)1 إن كان مقامه مساويا ”(2 -*) على الصورة: 


A کے‎ , 777 < ۷ 
(x ت‎ (x - (۳ XX م‎ 


يكون شكل التفریق للكسر 100 إن كان المقام مساو يا «(bx +ex +d)"‏ تخت 0 > -4Abd‏ لع على 
الصورة: 


+ زد 12 +C,‏ عد قل + Bx‏ 


hix)= 


۲۱-1 ۸۱-1 


(hx + دج "لولف‎ tex + (۰ ۱ (bx * + +d) 
آما إذا كان المقام حاصل ضرب عوامل مختلطة من الصنفين ۳( - ×) و "(4 ++ط+ تن)‎ 
: الکسر‎ ٤ معا کےا‎ 


h(x | - 


1[ دخ + كير + ب 


N) u 
(x -3() + (2 (x +1) +x +1) 
1) العو عا عي ا ل حم + 4 5 رم‎ 
ردیر (1+*) (1بیرا ور‎ +4 ۸ +1 


حت . لك هو الجزء الموافق للعامل ۲-3 


[+د. اك 


او ر الموافق للعامل [ + + ثبو 


[ + ين عه 4 


> هو الحزء الموافق للعامل *(1+) 


۳۰۹۸ 1 تطسقات ف حسات التفاضصل والتکامل 
بم + A‏ 5 مف + غروم 
4 + ر 42 + (xX‏ 


مشال (۱۰۳۹) 


بين الشکل الذي مجب أن نفرق عليه الکسور التالية: 


> هو الحزء الوافق للعامل *(4+ *) 


۱ 3 
6 ص 0( 0 حِِ 
ا حك يقن ۵ اا ا 
2+ 3 + - ۲ + دير 
(5 + خر( G2 +2) x)‏ 1+( 
3 ( + 212 

يي 2 يرقا 2 

(1- خح)”([ لج + +5x +67” +3( (x‏ خير) 


ال 
8 ۸ [ +4 2+1 
تج +1 د AIFF‏ رز فد 


3 3 
x +4 x +4 A 9+ ع‎ 
ره‎ A A I (۲ 
۲ + +X ۳/۳ يرل‎ [( XF x + بر‎ +1 


+ +2 | وید ر‎ 2 ۳ 
x(x - 4 +5( )ند‎ 2)(x + 2) + 5( 
4 B 9 (۷+ 


ان + +ع 
5ر 2+ 2× xX‏ 


رب زربي B‏ ۸ 73+ تر 
و سے 


کرد کرد 
SET BETTE EE a ST TTT‏ 
(x + + 1( ): 1۱): +1)‏ )1= ) ([ + + ۳۳ ) 
F 2 H‏ +۲ زر[ + ۲ ) Ax+ B‏ 
+ و کے 
1+ 1-نخ x +x]‏ (1+ج جر *(1+ ير + +بر) 
C+D 5‏ 8 ۸4 3+ * :23 0 3+ :23 
x+2 x+3 x +43‏ )3+ 3+ بر)(2 س+ع) )3+ * جر)زمس هیر 


لاحظ أن قوة البسط آقل من قوة المقام في جميع الفقرات» وأنه لا يوجد عوامل مشتركة بين البسط 
والقام. 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹۹ 


مثال )١١, ٤١(‏ 
2 
x7 + 1‏ 
أو حد التکاما : + 
eer oer TE 9 ۳‏ 
ال 
يكتب الکسر على الشکل: 
9 8 4 1+ 
ل .1 دلخ ب 
3ع (x—-D x — 2x —3) 2-1 X2‏ 
وتتحدد الثوابت وبشكل وحيد. بالطريقة التالية: 
بثو حبد القامات و حدذفها؛ نحل : 


h(x) = 


x+1 = A(x-2) (x-3) + 8 (x-1) (x-3) + C (x-1) (<-2)‏ 
لنعوض» عن: 
×»بالقيمة1(جذر العامل الأول)؛فنجد: (2-)(1-)۸ =2 1 < ۸ 
«بالقيمة 2(جذر العامل الثاني)» فنجد: (1- )(8)1 = 5ے 5- = 8 
×ءبالقيمة 3( جذر العامل الثالث)»فنجد: (0)2()1 = 10ے 5 < 0 
(یمکن استخدام هذه الطريقة إذا كانت العوامل من الدرجة الأولى وجذورها بسیطة) بالتالی: 


و بر گت ا 1+ x‏ 
+ + جح سس ا( 
3 ادب × (3- 1( ۸)([-) 
اذن: h(x) dx = Ln |x-1|-5|x-2|+5SLn|x-3|+C‏ 


(تسمی الطريقة التي حددنا بها الثوابت: طريقة تحديد الثوابت باعطاء قيم مناسبة للمتغیر ×) 
مثال(١5,١١)‏ 
(الطريقة العامة لتحديد الثوابت) (طريقة المطابقة 
فرق الكسر التالي إلى كسوره البسيطة: 
نب یو 


سس 2 ()۱] ) نم أو جد: ۵( | 
(x +1 + [(‏ 


ات 
شكل التفريق: 
x +1 CENE Bx+ CO‏ 


[+عر+ تير +x +1) x+1‏ )(1+ج) 


بتوحید القامات ثم حذفهاء تال 
جح( +0 بقل با بر لمعم =1+ x2‏ 
4+6 + رم + و (A+‏ + زه x +1=x* (A+‏ 
بإجراء المطابقة بين طرفي المساواةء نحد: 
8+ه -1 (معامل *+) 
© + 8 +۸ع0 (معامل ) 
© + حم دا (الحد الثابت) 
(ساوينا بين معاملات قوى × المشاءبة). 
حصلنا على ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل. بحلهاء نجد: 
1 - -© (طرحنا المعادلة الأولى من الثانية) 
۸-2 (عوضناعن © بقيمتها في المعادلة الثالثة) 
1 - = 8 (عوضناعن ۸ بقيمتها في المعادلة الأولى) 
فشكل العو عه میس 2 
من الملاحظ أن: 


hixj= 


x+1 x + [+دیر‎ 


a و‎ 
x + ۲+1 9 2 د‎ 


(أتممنا إلى مربع کامل» ووضعنا 1= + x‏ ۰-۱-2 ) 


ادن : 
۱ 
+ ۱ 
كٍِ ۳ - ] - 4۱ 2 1 | d=‏ عته / 
دب مه خب ع 2 + ۰+1 + x‏ 
4 4 4 
I 3 1 2 | 2‏ 
mE‏ وو Hm ar‏ == 
3 دپ 2 ا 2 
و مند. 
is 025 2 1 - 2. +1‏ 
ع + tan‏ سب (1++ )110+ |2۱ ع«98(:د) 
3 ۳ 5 : ۱ 


(0 ثابت جديد) 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۰۱ 


مال (۲ ۶ ::*۱) 


3 

را لا 
آوچ ااا مس س 
3 مل وج و 


الحل 
یکتب الکسر على الشکل: 
C D‏ 8 ۸ + تر ۱ 
gg‏ الا ل 
ای يي “وو دا (FRED GAY‏ 
بتو حيد القامات» نجد: 
x+x = A(x+1) + B(x-2)(x+1) + C(x-2)*(x+1) + D(x-2)‏ ( 6 


=4)x+1( + B)x-x-2( + 0)" -4x+4((x +1) + D(x `-6 +12x-8(‏ وبمطابقة الطرفين (بالمساواة بين 
الحدود الثابتة في الطرفين ثم بين معاملات × ۱0۳ وهدا...)» نحد: 


الخد الثابت: A-2B+4C-8D‏ = 0 
معامل ×: A-B-4C+44C+12D‏ = |1 
معامل *: mT) 0 = B+C-4C-6D‏ 
معامل ": 0+ 2 1 


لنعوض ف المعادلة (۳۰, ۱۰) عن: 
2 


* بالقيمة 1- (جذر العامل 1+×)» فنجد: دق 
xX‏ بالقيمة 2 (جذر العامل 2-×)» فنحد: - ۸ 


وبالتعويض عن بقيمتها في العادلة الأخيرة من الجموعة (۱۰,۳۱) نجد: 5 - © 
أخيراء نستنتج من المعادلة الثالثة من نفس المجموعة: 
تفي لل لصو وروت و 
89 27 27 


هنا مزجنا بين طريقة الطابقة لتحدید الثوابت وبين إعطاء قيم مناسبة للمتغیر × وهذه آسرع الطراتق 
لإيجاد الثوابت» بالتالی: 


[0 | dx ۹ dx dx TE 


gaa 2 


(x-2( 9 


م تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
م [- تي رس م 3 
ا اي حر عور وا 


ا ا 
7 2:2 9 32 


مضال (۳؛ ,۱۰) 


أوجد التکامل: 
1 4 
بوط به 
(1 +ع + 1()2+ 1 ) 
ال 
من الملاحظ أن درجة البسط أكبر من درجة المقام» لذا نقسم البسط على القام فنجد: 


1-2 


x +1 


1[ ر مر 
ER FAP FITS‏ 
سود کپوا س 50 


+ 2x + مره‎ - +2 


3+ رد3 + +2 (الباقى) 


بالتال: 
2+3+3 ا ت 1+ زر 
+x+1) (x+1(* +x +1)‏ +( `` 
نکتب از الکسری على الشکل: 
۱ 2 
Bx+C‏ 5 4 8 3 + رو + "2 ۱ (۱۰,۳۲) 


[دعرم x+1 x‏ اجرب( 


لاحظ أن ك هو الجزء الموافق للمقدار 1+× (عامل من الدرجة الأولى في المقام)» وأن 
Bc.‏ هو الجر الوافق للمقدار 1+×+” × (عامل من الدرجة الثانية في القام). 


[ +عر + ب 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳+۰۳ 


لاحظ أن القدار 1+×+× لا يمكن تحلیله إلى عوامل من الدرجة الأولى. 
بتوحید القامات فى (۳۲ , ۱۰) وحذفهاء نجد: 


)1+( © + بر( عر + كعم - 3 + 3 + 210 
لتحديد الثوابت» نطابق طرف الساواة السابقة: 


الحد الثابت:0 + ۸ < 3 

معامل ۰۶+ 8 + - 3 

معامل : 8 +8 <2 

بطرح العادلتین الأخيرتين طرفا من طرف» نجد:1 = © 

وبالتعویض ف الأولى» فان: 2 = ۸. بالتعویض في الثانية» نجد: 0 - 8 
نسمي الطريقة السابقة في محدید الثوابت (,۸,8) بطريقة الطابقة. 


لنکامل الآن» فنجد: 
dx dx‏ ۱ 
ب ا +0( h(x)dx= | (x—‏ 
۳ دا ۱ ا 
2 
ا و و 
2-1 : 
التكامل فى الطرف الثانى يساوى: 
dx‏ ال de‏ 
x2 +x +1 E‏ 
(أتممنا إلى مربع كامل) 
نجری التعویض: 1= +« ددح dı‏ سا 
مئه: )+ tan‏ ۱ 3 3 1 
و 5 سح تا ۳ 
13 قم شيعي" و 
2 2 + 
رد +2 
6 + سك وود و 
۷3 ۷3 
E -‏ ا تیب 
۷3 ۷3 
, 
x 2 1 27 +1 7‏ 
إذن: 0+ 0+ |1 +ع |2۸ + ع2 - - - يرل رع )1 
3 3 2 ا 


۶ ۳۰ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
(٠١, ۱١(‏ التکاملات من الشكل: Jf(sinx, cosx, tanx) dx‏ 
(التکامل باستخدام ظل نصف الزاویة) 
من الستحسن في كثير من الاحیان اجراء التحویل: 


201 ¥ 4 X 
dx = - &—=tan 1 © 131- - 1 
Ff 2 2 
مع ملاحظة أن‎ 
5 
2tan 
ك موی -1113؟‎ 6 
| + 2و‎ 2 ۳ 
1- دوق‎ + ۱ 
1 
ح مخ < و6‎ 2 6 
1l+tanî_ 7 
2 2 
tanx = ر‎ (۳ 
1-7 
فال(‎ 
آوجد التکاملات | لتالية:‎ 
م ی کے‎ 
21001 + 66-1 
اس‎ dx (f 
)2 +cOSX) 
سب بح‎ (۳ 
0051/1 + sInx) 
ی‎ (0 
3+ 2 دوو‎ 
الحل‎ 
۱ اناد‎ 58 (١ 
2tanx +566 -1 
1 
ت‎ | ___ 4 4 -] ۱ dx 
2S 1 7 25111 - يدومع‎ + 


COS XJ COS X 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۰۵ 


¬ 
نجرى التغيير: 1= ها م ف دعر + قف = تماق 
5 5 1+7 “ع +[ 
7 = 8236 زان جه 
+[ 
dt‏ |= 26 | )2 - 
ووير قر * وخر بر نز رم توس فد ا 
1 س - |( +]1) 
# +1 # +[ 


dt‏ أ 
r‏ و۳ 


-2 | n ۲۱1۸۱ +2) +e 
1 


0- < م + 
2 


tan ج‎ 


tan جد‎ + 2 


COSX = ۱-2 ۰ 0-10۲ 2 + دوه‎ =f : نضع‎ ۲ 


2 1 2ع 
7 جتحت Gs‏ دا 
3 1 2 ۱ 
» دست ۵05 + 1002-< + -- | )| 10 - -< 
وج + 2 1 
۲) نضع؛ 1= s10‏ = 1-06 سه دي[ 
۱ منم 3 3 0 1 SE‏ 6 
یصبح التکامل على الشکل: 
dt 611 dt‏ 
2 |= 2 | - 2 ا 
cos” xl +7) )]-+*()1++( I+ (1—F)‏ 
4 1 


B C 
شکا التق و اه سإ دس د‎ 
01-۱0+ لتفريق» هو 1-1 +1 +( 2ن‎ 
1-۸0 -( 01+ (0-۰ (۴ 
بالتعويض عن ؛ بالقيمة 1-» نجد: ۸ » ثم بالقيمة: احا؛ تجد:‎ 
ا‎ 
4 
ثم بالقيمة 0-]» نجد : 1= 6+ +4 = 8-3 ومنه:‎ 
ا اسم ]نی کے ششحم‎ 
FIED له‎ FIFE 4 


یا شا كك 
4 4 +20 


i EE!‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
۲ + [ 1 1 55 
2ûl+sinx) 4 ۱1-۲‏ 
(x 2 E 2 (٤‏ سب < 05ج 
- سے سے - 4 = 
ود 2 +1 17 
يصبح التكامل على الشكل 
dx 5 21 dt E E‏ ا 
2١ 2+5 5 5‏ ا ذ 3+2CO08X‏ 
5 5+ 8 3+2 |( 7+ 
+1 
]ار 2 59 f‏ 1 1 
ما اوو کے الوا موس ول سس 
a a 5 56‏ ۳ 
x (۲ / x (١‏ ۱ 
(2 --)(1-) (1-+۸()5():4--۲) 
۰ 2 
۳( اس ف ت (x‏ 
(4+ )رز -1) (1- +(x‏ ۲) 
7 1+ ۳ 
م بت 1( مب[ 
(x = 2+ 2("‏ 
2 4 
و تتفم 0 و( لس 
(4+ ۳۳) (1()۷۲-1+) (2(*)2-3 -)(1-د) 
دی گم 2 4 
۳ 1 ۱ چا + 
(3 211 - 1۲) (1- ) 
8 ۳ | | كك تپ | 
( یر +[ *(1 + بر + تبن 
ا ۳۵2 
xX +1‏ 1+ ۲ 
e SS‏ 
700 ی 1 0 1+ x* +x‏ چا 
ما (xX‏ 12-8 “يرم x3‏ 
(x + 1()۲-1(* x 5+3‏ 
+1()x-1(‏ ر) 1 + یر + کر 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل 


3 
دل + XxX‏ 
dx ۱‏ سپ 
(5 + لاب /(3 + يرل (x‏ 
x (YY‏ سس 3 
(x +x? +‏ 
dx‏ 
۴( +01 
3 7 
4 ر 
1۳۷ 
ور گنز ار ۱ 
۹ 
)1+ )۲ 


Ax 


1( حححح تس سح بت 
+2x +(x” + 2x +5)‏ ۳۳ ) 


۱ 


4 8 
. د)‎ +A ۱ (۳۳ 
)۳ +1 2/4 -3( 


dx 
(۳۵ 
۱ برب تير‎ 


۱ ۰ lx (۳۷ 
(x7 + 2 + (۳ ) -1( 


مم | 


٩112۲ + COS 


١‏ )د سس 


1-1 


xX 
)الآ‎ 
cOSX + ۵ 1 +3 
cos x 
1 1-۵ 
005 ۷ +۹۱1 3 


| 01 
1-3 


2 
x2 +x +1 
ا‎ dx (YY 


e-1” - 4 
۱ 2 دل‎ 


+] 


53 
و کےا 
+(x +8)‏ 1) 


إرشاد: آجر التخییر 1 - > 
سخ د 21 1 
(1-) 2(7-ر) 
xX‏ 
| 


dx (TA 


م 
(2 -) (۲-1) 


Fi 
۱ 38 ل‎ (۳ 
وعدي‎ 
م رز‎ 
x” +1) 
9 << : ضع‎ 
ا کےا‎ 
3+5 دو‎ 
| )ل تكد‎ ° 
1+ 53 
اب‎ 


8 41111. + TCOSX 
35111 + 2 ۲ 

| O et 
2 ٩11۲ + 3COSX 


کے 
۲-60891043 51117 
,»فم 
عد “قوع 3 +1 


قسم البسط والمقام على 2057 
نم ضع tan x = t‏ 


۳۰۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ی 1۱پ 
Sin” x + 3SINXCOSX— COS” X‏ 
استقد من الخال السایق 

dx (۵ 5 


77۳ 
11 X— ٩ 


کو | ۲۳ کے 
د +sin”‏ | (تدسطاة - )1۱۲و ۵ ) 


ی | 

* [+ ٩111.1 - ۷ 

(۱۲ , ۱۰) التکاملات من الشکل: 
x" , (E ۰ a‏ ار| 
û ۱‏ + جع 7 + تن 
A ۶ FF ۱113‏ 2 ۳ 1 8 
-- اعداد كسرية (قیاسیة) وضعت بابسط صورةلما. لإجراء التکامل» نجرى 
التغيير: مج - کک ) حيث « لضاعف امرك الاأصغر لا عداد: ....بيقاءرة 
CX + 5‏ 

مثال(ه؛4,١٠١)‏ 
آو جد التکامللات ؛ 


03 


۱ dx (۲ || x 
EES x +1 


الحل 
١)يكتب‏ التكامل على الشكل: 
3 »ل 
dx | 1‏ | 
xX +1 ۱ 3 1‏ 
الضاعف الشترك للعددین: 2 و 3 هو 6 . لنفرض آن: 
(0<) =× ال 60 = ×ل. يصبح التکامل على الشکل: 


|6 = 634 ۱ 
چ 


x 


8 
+ ب 
1+ 


1 
2 
ع 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل 


باستخدام القسمة الطو لت نجد: 
فب 4 6 1 
5 ا یب وس مات 3 
1 1+ + 
والتکامل يساوي: 
فى كي 75 
ea E‏ کبک لوبي SE‏ 
x +1 7 9 2‏ 
۱ ۱ 1 3 1 
g2 1 1‏ #6 6 
mt EOE RHE‏ 
3 5 7 
۲ يكتب التكامل على الشكل : 
dx‏ 


(1-) + سر 


الضاعف المشترك الاصغر للعددین: 1 و 2 هو 2. لنفرض آن: (0 < ) ۸-1-0 فنجد :10 2= ×ل» ومنه: 


+1 و - ]+ ا کر 
۱ 12 + 5 
(1- )+ *(1- 1 ) 
> ج 1- رل + 21n‏ 
وخال 550 اع 
أوجد التكاملين: 
1 دوو 
سس و 1( dx‏ 1 1 | 
۱ 3 روزو) + (sinx)*‏ 
ال 
1 1 2 1 ۱ 
۱ - < كت . نیج ی التغيم : 2<0 , “=+ 2= و برآن d=‏ 
2 ۲۲۱ ري لخي RE‏ 
2x 7 dz‏ 
عاج +2111 - - 21 - جر | = 
۳۳۹ 11 روا 7 59 
6+( +2100 - 
۲ نضع : 0۲۸ دوهع 01 . يصبح التكامل على الصورة: 
du‏ 
1 | ۱ 


1/2 4 3 


و ۳۱ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


الضاعف الشت لك الا صغر للعددین: 2,3 هو 6. نفرض: 
2<0 , 6ج < ۷ :6270 -< :4 . بالتالي» فان: 


و -1(42+ 2 - تم 4-6 ۳ 
ا 
(اجرین لقسمة لول لان قوة البسط أكر من قوة القام). 


2 ۳ 
+( + 6180-ا| ع + ست ةق - 


| ۱ 
تج‎ 3 1 
sin? x sinx 
- 6 7 + 1136و‎ x =n 1 


(۱۳, ۱۰) التکاملات من الشکل: ۸( )| 
تکامل بو جه عام باجراء التغيير: م = 


OY NDJ 
أوجد التکاملین:‎ 
“م‎ ۱ 
dx ۲ 
۱ و كن‎ +1 


ل 
م8 + م 


)١‏ عن 
الحل 
۱) نفرض آن: ا کو یل ع = ]إل .يكنب ون ی 


ادك 
= 0 دم 2/1 ا ۳ 
BB 1 |‏ خم 1 


ل سس 
سس 


© دز ب It‏ بي مب 
ا ۱ ۱ Ax‏ 

| —-nlr|-In|1+1|+C إذن:‎ 
۳ 


تحت ا مسد 


اذى 


BE 


- 0 +05 


7 “م + | 


۲ نضع: ۱ =" + ×ل ۵ = 1ل. نکتب التکامل على الشکل: 


عوو a age‏ ع+(2رب+هور E‏ 
2 2 2ر“ طبع 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹۱ 


طريقة آخری: 
من الواضح أن: 0+0 +1)ما ل - اا 0 ۳ 
(البسط مشتقة القام) 
ثمارين (۵ , ۱۰) 
0 علد | 
کار 1 
| هس | 
۳02 ۸( ا 


Aa CY 


NE, 
dx ۱ 
۳ کے 6 س‎ 
ل‎ OE) 
1+2) *dx( 
حح‎ ) 55 ETT 
٩1 + x“ 
ی‎ 
| ا‎ dx (\۸ ۲ 
(e +ê" +1) 
e” : 
61 م‎ 5 
۱ الم‎ Se" +6 2 24 
اجر التغییر: = چ‎ 
گم‎ 
سم ان تام‎ dx( Y١ 


TY‏ 7 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(۱6 , ۱۰) حساب الساحات باستخدام الإحداثيات الديكارتية 


بت 


ات د .للد ا اي ا یی ار عي عي عد عد اع ع 


ا ١‏ ال چ دا د عد عمد 


a 5‏ 0 
5 مساحة المنطقة © 


شكل (۱۰,۳). 
إذا كانت ؟ دالة متصلة على الفترة [ط,3]» و کانت 1)*(<0» فان 5: مساحة المنطقة © الواقعة بين 
المستقيمين ۰-۵ ا=× وفوق المحور × وتحت المنحنى: («)1-لز شكل (۳, ۱۰ تساوی: 
7 
۸( ۶ - 5 


مثال (۱۰,۶۸) 
أوجد المساحة الواقعة تحت النحنی: ول دير وفوق ون السات ونين المستقيينة: 
0 


|= (اح2, 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳ 


مثال )۱۰,۶٩۹(‏ 
أوجد الساحة الحصورة بين النحنیین: 


2 2 
از ۷ و لاح 


-()ع<۱ 


y= f0 - دل‎ 


شکل ٩(‏ و ۱۰). 


ال 
لإيجاد إحداثيات نقط التقاطع» نعوض عن ر من إحدى العادلتین في العادلة الاخری. فنجد: 
x= “‏ 0- ( ۰-1-1 0 - أو 1 -» 
نقطتا التقاطع هما: (0,0) ۽ (1,1) 
المساحة الواقعة تحت المنحني: * 2۷ (الجزء الأعلى من القطع الکافی: *ر-ه) وبين المستقيمين 
|« 0=× وفوق الحور × (بعبارة مختصرة فوق القطعة [0.1] وتحت المنحني أ = لإ)» هي: 
=0 تس ]مور[ - 5 


والمساحة الواقعة تحت المنحنى: ”×=(»)ع=ر وفوق القطعة [۰]0,1 تساوى: 


3 1 1 
ل ]هد ] مويو ] - 9 
۲ 3 3 0 0 
آما المساحة الحصورة بين النحنیین فتساوي: 


1 1[ 2 
ص سل سد ص وو اق دق ما 1582 ). 


امه تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 

(١ , ٩( ملحوظة‎ 

بشکل عام إذا كانت له ع دالتين متصلتين على الفترة [ا,ة]ء و کان: 
(عاع خر( و 


۱ )1- 
اق مساو ا السسيروة بذ لقن س5 


yY=g(X)ey=(x) 


والمستقيمين ا=× ,مه شكل (1 ,١٠)ء‏ 


4 
تساوي: 6)((4۲ - )| -3 


1 


شک را 


مثال (۱۰,۵۰) 

او جد مساحة النطفة امحضورة ین آلنحنین: 
(Find the area of the region Enclosed by the two curves)‏ 
3 

3ح لؤ اب تا 

الحل 

لنحسب الساحة الواقعة في الربع الأول: د 
بملاحظة أن* ا طن الفترة: [۰]0,1 فان 
المساحة تساوى: 


“AUD 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۱۵ 


لخت المساحة الواقعة ف الربع الكاليةت: 
بملاحظة آن: × < ”× على الفترة: [1,0-]» فان المساحة تساوي: 


فالمساحة الكلية تساوي: 
رح مب م5 + رق = 5 (وحدة مساحة) 
كان بالامکان مضاعفة الساحة الواقعة في الربع الأول للحصول على الساحة الكليتة» لأن 


المنطقة الواقعة في الربع الأول نظيرة النطقة الواقعة في الربع الثالث حيث 0 هو مركز التناظر. 


مشال (۵۱ ,۱۰) 


احسب مساحة الداثرة: ”ج = + 


الحل 
مساحة القرض تساوي: :4 ۷2-2 |4 - 5 
0 


(أيعة آمغال مساحة ربع الدائرة) 


لنضع : 5106 ۵ = × » فنجد: 
۳9 
2 7 
cost dt) = 4a? | 0 + dt‏ م) ۹1 *- a”‏ |4 = ۵ 
0 0 
(لاحظ آن: 0= × کے 0- 107و -ه 0 - ۶ 


) ۱-5 sin 21 x =a و‎ 
24 |) +024 - نمه‎ + | 
2 
0 0 
- 212 = a 
: )2( 


ملحوظة ( ۰ 9 
إذا كانت ع دالة متصلة على الفترة [2,0] وتحقق الشر ط : 0<(ر)ع» فان مساحة النطقة ۸ الحصورة بين 
اله ۱۷۵ والمحور ز والمنحني: cx=e(y)‏ شكل ٩(‏ , 5 ١)يعير‏ عنها بالصيغة: 


۳ j 
کي‎ 1 9) ۷۱۷ | xdy 


مثال (6۵۲, ۱۰) 
آوجد الساحة الحصورة بين القطع الکافی: ‏ = ”× والستقیمین: 
۱-4 ,۷-1 والحور ر والواقعة في الربع الاول. 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل 


4 4 4 
رل | - مد ] = 5 5 یه 
1 | ارت 
4- ل ا 
E | 2 3‏ وتو 
SS <| 27۶ | == ))4(۶ -1(‏ 
3 ۱ 1 لال < ۲ اس 
EE 2‏ ۳ 
1 -08--(22(2-1))-- 0 
) 3 ۱ 1 2 
14 
بسح 1 
3 


شکل (۱۰,۱۰). 


ملحوظة (۱۱ , ۱۰) 
ادا كانت و ء دالسین متصلتين عل الفترة [0:]: و کاد: 


(«)م < () فان مساحة المنطقة الحصورة بين النحنین:(«)21ه 
x=g(y)‏ 
وا مستقيمين ۰۷-6 لدبو شکل (۱۱ , ۰4۱۰ 


تساوي: «4()ع- )1۱۶ | = 5 


شك ا 


مال 5۲ :۱۰) 
أوجد مساحهة المنطقة المحدودة بالمدحتيات: ۲ - 6 مل [ل چ — 
والواقعة في الربع الأول. 


1¥ 


17 0= ب 


ا 


الحا 
من الاح أن : 
جو سدم دح خفن بن 


۱ 2 2 
+ 1+ سح Gy"‏ بو مل ] دين 


۵1۵ -( ۵-2 + ]ل | = 5 


0 
ك2 
1 ل 


ب 1( = 
3 بررء + 1) 


مارین(۱ , ۱۰) 
4١‏ احسب مساحةالمنطقة الحدودة بالقطم الکافی: - برع نز ور السینات. 
۲۳ احسب مساحة الشکل الحدود بالمنحني: :۱-۱ والحور × والستقیم 5-6. 
۳ احسب مساحة الشکل الحدود بالنحنی: (2-)(1-)-« ومور السینات. 


8 آوجد مساحة الشکل الحدود بالنحني: ۶ < ل والستقیمن: اعلا و‎ (٤ 

۲-7 ۰-0 آوجد مساحة الشكل المحدود بقوس النحني: ۱-0 الحدود بالنقطتين‎ )٥ 
.× والحور‎ 

7 احسب مساحة الشکل الحدود بالنحني: 1۵0« ومحور السینات والستقیم: و 

¥( أوجد مساحة المنطقة المحدودة بالقطع الزائد: 7= بر والستقیمین: ۵ 4<0(×=33) » 
والحور ×. 

۸) احسب مساحة الشكل المحدود بالمنحني: < قفا = ( ومحور السینات. 

۹( أوجد مساحة الكل الحدود بای :يرم بو وصور الضادات وا :هكد 

۰ آوجد مساحة الشکل الحدود بالقطعین الکافئین: 26 - ”ر ۰ 2 - ”× . 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹ 


۲۱ احخسب E E‏ الکافیع: رد-2 ر وديم ر = 

ا أوجد مساحة جزء القطع المكافئ: كيرد بر س 2 

۳ وجل مسادة! المحدود با الک سي وح سي E,‏ 
) أو حة الشکل المحدود بالقطعين المكافئين: مر والمستقيم: 22 7 


1 


7 2 
000 و e‏ 3 ( 6 اس 


5 5 
(1٥‏ والقطع الکافی ”= ل 
الإجابات 
٩‏ ك )1 سم 1 م 17 
3 2 1 
mi (۸ m* In3 (۷ 192 (٦ 2 ۵‏ 
1 2 4 9 3 
120۹ ار ON‏ دوم 3 
( 74 4 ( " 
)١ 4(1‏ 32 وو 38 
3 لد 2 


(۱۵ , ۱۰) طول قوس منحن معرف بمعادلته الديكارتية 
إذا آعطی النحنی » بالعادلة الدیکارتیة: («)1 = ۰۷ حيث ] دالة قابلة للاشتقاق على الفترة 
[2.0] و مشتشفتها سكسل و وروی نقصي تراد ل یهت 


: يساوي‎ « B(b,f(a)) sA(a,(a)) 


مثال (۵4 , ۱۰) 
أوجد طول قوس القطع الکافی ” <<« الواقع بين النقطتين 2 )م ونقطة الأصل 0. 


ا لحل iy x=‏ را 


لنضع : dx =sec*tdt tx = tant‏ 
اذا کان: 0ح دين فان: 0ع >a‏ 0= ۲ 


إذا کان: 1= ۶ فان: 1= اوھ سے 7 ع 
4 


سس 
L = | 1+ tant 1+ tant sec”tdt = | dt‏ 
0 


ااي 


و ۳۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(1+ tan” = sec (لاحظ آن:‎ 


وبالاستفادة من (۲۱ , ۱۰ فان 


(anx ۷۲ +ÎLn|secx ۷‏ ر] 
0 س ١‏ 


/ ۲ 
4 صصح | و 


۳ 


ادد: (۱ + )رم ب كلا 1 


(لاحظ آن: و چک 0= 0۰7711 = 1۵0 ) 
4 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹ 


إذا أعطى النحنی 0 بالعادلة:(ر)ع=×» حيث ع دالة قابلة للاشتقای على الفترة [ل,ء] ومشتقتها 
متصلة على هذه الفترة شكل (۱4 ,۱۰ فان طول قوس المنحني الواقع بين النقطتين: 


(ء,(ء)ع)ف (ل,(ل)ع)8 يعطى بالصيغة: 


مشال (۵۵, ۱۰) 


5 25 
اوجد طول قوس المنحني: 2 رگ بر 

ف وا U e SE‏ ع الس ۰ ۱۲ 
الواقع بين النقطتين 0 (نقطة الا صل) والنقطة AD‏ ۱ 


الحل 


شكل (۱۵ , ۱۰). 


قارين (۱۰,۷) 
آوجد طول قوس کل من النحنیات العرفة فیما يلي» والحصور بين النقطتین الموافقتين للقیمتین 


اطر فقتین: 

)= ”م (۲-0 , 4-) ۲ ۷-2 (0-<۲ , 1-) 

(x=48 , عء) ها« (دلدعد‎ (=1 , x=0) مر‎ ۳ 
۳ , y=0) x=In(secy) )5 (x=1 , x=0) y=sin (e 7") (o 


۱ © 1 
,مدق‎ Ab ET gy ۷ 


TTT 


(۸ 


4-y |‏ +2 | 
3 
الا جابات 
8 
0 2۰010۷10-1 
۱ 3 


۳ ۰ 
ب + 2 ورب ول - تم + ول 
e‏ 
۵ (1- *۰ ۱۷+ )| 


(e + (۷ 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


SD. 


2 +1nd +2) ؟)‎ 
2 6 
۱0۵+ /3( (3 


2112 


)١,15(‏ الحجوم الدورانية بطريقة الأقراص الدائرية 


۷ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۳ 


ظ اذا كانت 1 متصلة على الفترة [2,0] و کانت 1)2(<0. فان: اخجم الناتج من دوران المنطقة الوافعة 
| حت القوس ۸8 والذی مبدؤه ((4)3,1)8 ونبايته (()8),1 وفوق القطعة [8,0] عند دورانها حول 


| اللحوو» کل (۱۰,۱5)یساوی: 


مشال (5هة , )٠١٠١‏ 
أوجد الحجم الناتح من دوران المنطقة الواقعة تحت القطعة [0,4] وفوق القطعة [0,8]» عند دورانها 
حول المحور * علما آن: (0,ه)ح۸. 
ال 
احجم الحاصل هو خروط دوراني 
رأسه 0 وطول نصف قطر قاعدته 
وطول ارتفاعه‌و. 
معادلة الستقیم ۸ هي: 

85 بم 7 


دک ومئه ودر 
tî‏ ۳۹ 4 


4 


۱ متا ام 
ax =| (xx EE‏ | ۷-۶ 
کی ي 0 ۱ 


شكل (۱۷ , ۱۰). 


۸ 


مساحة القاعدة × الارتفاع _ 
(xb 6‏ = و 


3 2 


۳۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 

ومنه 

حجم المخروط الدوراني ...مسا اة ارش 
3 

مشال ( ۵۱۷ ۲ ۱ ( 


آوجد الحجم الناتج من دوران نصف الداثر ة: 


عند دورانها حول الحور ×. 


الحل / 


A(-a,0) 0 B(a,0) 1 


شکل (۱۰,۱۸). 
لاح ظ أن نقطتی تقاطع نصف الدائرة مع الحور ‏ هما: (8)3,0 
و (۸:0-)۸ فالحجم يساوي : 


17 دا‎ “dx ام‎ (a - x * dx 


1 4 - 
2 
رف * يزب (ê‏ 27 چ 
0 


(لآن دالة التكامل دالة زوجية) 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۵ 


a. @‏ دعر 
(a 20 < 3‏ 27 = | ست - -=2r| a x‏ 
3 3 


حجم الكرة = ج حيث ۾ طول نصف قطر الكرة. 


ملحوظة (۱۰,۱۳) 
سر 
| ذا دارت النطقة الحصورة بين القوس ۸8 و القطعة [8,0] والستقیمین ۱-8 و ادر» حول الحور لر 


شکل (۱۹ وم وب من قزر بط یا ی 
V= |7 =] ly‏ 
(ع داله متصلة و الفترة إطابة] » 0<(ر)ع). 


مشال (8ته , )٠١‏ 

المنطقة المحصورة بن القطعة المستقيمة [A,B|‏ 

والقطعة [0,۲1] والمستقيمين 0=ر و طدر» عند (5-80 
دورانها حول الحور۷» حيث: 

۸ .(r<R) (ط86.‎ «A(R.0) 


٠۰,۱۹( شكل‎ 


الحجم يساوي : 


1 1 
۳ = | dy = 7 سف +ع‎ y) dy 
۸ 0 h 


ج og‏ لدعي / 7711 
۷ 
/ 7 / 


/1 


4 dy ( 


إذن» حجم جذع المخروط يساوي: 


4 طول نصف قطر القاعدة الكبرى» 
1 طول نصف قطر القاعدة الصغری. 
ارتفاع جذع الخروظ. 


ملحوظة (۱ , ۱۰) 

()إذا سحبنا المحورين الا حدائیین إلى النقطة 
(,۸)۳ فان صيغتى الانسحاب اللتين تربطان 
الا حدائیین (ز,»:) بالإحداثيين (9,ئ2) شما: 


۹ x=h+X 


شکل (۲۱ , ۱۰). 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۷ 


مثال ۵٩(‏ ,۱۰) 
آوجد الحجم الناتج من دوران 
النطقة © الحصورة بين المنحنيين 
×= ر و1- ×> عند دوراها 

حول المحور: 


E: لاس‎ | 


Ag NEE 


الحل 
لنسحب المحورين الا حدائیین إلى النقطة (۸)1,0. 
صیغتا الا نسحاب: ۷ = ا و ار 1ح ع 

معادلة القطع الکافی: ‏ = ”ل بالنسبة للمحورین ,لا هي: 

E =F ه‎ ۲۶ 1+6 

الحجم الناتج من دوران النطقة الظللة حول المحورلا يساوي مثلى الحجم الناتج من دوران اللصف 
العلوی من هذه المنطقة ویساوی: 

۱ 2 4 | ۳ کو سس ۳ 2 1 

27| ) 0 (( dY - 27| 0 -1( -2| 0 2۲ 2 +117 


۱ 2 ۵ 
¥+ س 7۳1ات 


0 


بصورة آخری: إذا اعتمرنا (ر.×)ص نقطة من نقاط القطع المعطى. فان نصف قطر الدائرة التى ترسمها 
هذه النقطه عند دورانها حول المستقيم: x=]‏ (الموازي للمحور u(y‏ يساوي : ر 1ک کر 
بالتالي فان الحجم المطلوب يساوي : 


۱ | 
۷ - 2| zry 2220-۳۵ 
۸ ۸ 


۸ ۳۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(۱۷ ,۱۰) الحجوم بطريقة الشر ائح الأسطوانية 


The Volumes by Cylindrical Shells 
Ae NT إذا دار المستطيزل الظا في الشکل‎ 
حول الحور ۷ فان الحجم الناتج من دورانه» يساوي‎ 
الفرق بين حجمي آسطوانتین:‎ 
الأولى طول نصف قطرها‎ 
. 27 يساوي و« وحجمها يساوي:‎ 


والثانية طول نصف قطرها يساوي 11 وححمها 
يساوي : 7 . 


0 الارتفاع المشترك للا"سطوانتین) 


ادن حجم هله الشر حة الأسطوانية يساوي: 
)+ 5( ج771)7 = rh‏ - 727 


من اللاحظ أن الاحدائي السيني للنقطة 


6 منتصف القاعدة [48] یساوي: حك -,. بالتالي 


فان حجم الشريحة الأسطوانية یساوی: 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل ۳۹ 


( ۸۲ سمك الشريحة الأسطوائية» : المتوسط الحسابي لنصفی قطري الأسطواتتين الداخلية 


والخارجيةء 1 ارتفاع الشريحة). 


۱ لتكن ؟ دالة متصلة على الفتر ة [طبة]» حيث: 
«a20‏ 0-(<)1. 
احجم الشاتج من دوران النطقة الظلل ةي 


ا (,۱۰)؛ حول الحور (: یعطی 
بالصيغة: 


۳ = | ef (x Jx = عومد‎ 


i 0 


تسمى هذه الطريقة بطريقة الشرائح الأسطوانية لإيجاد الحجم. 


مثال )١٠١,"٠١(‏ 
أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المظللة في الشكل (۲ ,۰۱۰ حول المحور لا بطريقة 
الشرائح الأسطوانية. 


۷۳۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


1 
۷ ۱ 2 *dx 
0 


1 
۳ 2m 1 
4 2 


ملحوظة (۱۵ و" 0 
لتكن ع دالة متصلة على الفترة [0,ع]» حيث: 0<ءء 0< (()8. 


الحجم الناتج من دوران المنطقة المظللة في الشكل (۱۰,۲۷) حول المحور × بطريقة الشرائح 


0 0 0 0 
الا سطو انیت يعطى بالصيغة: جرع | = ۷( (y‏ ۱۳ 0-3 


شکل (۲۷ , ۱۰). 


شال (۱۰,۷۱) 
آوجد الحجم الناتج من دوران النطقة الظللة في الشکل 
(۱۰,۲۸» حول الحور × بطريقة الشر ائح الا سطوانية. 
ا 
الحجم يساوي : 

3 


7 فخ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳ 


تمارين (۱۰,۸) 

× آوجد امحجم الناتج من دوران النطقة الحدودة بالقطع الکافی: 2-7 -ر والمحور‎ )١ 
نت ذو را غاا حول ال ن‎ 

۲ آوجد حجم مجسم القطع الناقص المتولد من دوران القطع الناقص: اچ + حول 
الخور 3 

۳ أوجد الحجم النانج من دوران قوس المنحني: sin” x‏ د y‏ الحدود بنقطة الأصل والنقطة: 
(0, ۸)7 عند دورانه حول الحور ×. 

( آوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة الحدودة بالمحور × والمستقيم 1=× والمنحني: 
< ر و عند دورانها حول المحور مرة وحول الحور ۷ مرة أخرى: 

۵ آوجد احجم الناتج من دوران النطقة اللانمائية الحدودة بالحورین الإحداثيين 
(0< ) والمنحني: * ع= » عند دورانها حول: 
()المحور × (ب) الحور ۷ 

5 سل ا لحجم الناتج من دوران النطقة الحدودة بالقطع الکافی: +8 - ”ر والستقیم: 2=»» 
عند دورانپا حول: 
(أ)المحور ۷ (ب) المحور 2= × 

/ا) أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة باللحنی: +2- * والمستقيم: 


1 
¬ تح )غد دوراما حول المستقي: ار 
(3- )یز = ۶( يو » عند دورآضا حول المحور 5 


3 فد‎ 4 90 1 6r 
=r )۳ — mb” ( ——— )١ 
8" e 15 ۲ 
2 7¥ حول :5: حول‎ ): 
27 :« حول :۳ ج حول‎ (۵ 

2 1۱29۷ 

1 ¥ ز ات سجن ۶ 
) حول ۲ 2 .حول x‏ 5 


2 ۱ 4 
> (15-161n2) (۸ 3 (۷ 


۳۳۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتعامل 


٠١ ۱۸)‏ ) مساحة سطح دوراني 


Area of a Surface of Revolution 


لتكن 1 دالة متصلة وغير سالبه معرفه على الفترة [ا,ة] ومشتقتها متصلة على هذه الفترة شکل (۲۹ , ۱۰). 
مساحة السطح الناتج عن دوران قوس المنحني Y=)‏ لحصور بين النقطتین 8 حول المحور × 
شكل (۲۹ , 0 | )» يساوي: 


5 = ] 22۶۱+) (۳ dx آو‎ 


۲۷<۱۸( 8 


شكل (۱۰,۲۹). 


وذلك بملاحظة آن: 4 ۲۶« +1 ديه (تفاضل طول القوس) 


مال (؟؟ردطليع) 
أوجد مساحة السطح الناتج عن دوران القطعة المستقيمة 041 حول المحور ‏ حیث: 


(طبق)احم. 


ا 
السطح الناتج هو مخروط دوراني» مساحته تساوي: 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۳ 


5 | ثبو يوه‎ dx 
0 


5 / 
معادلة المستقم 0۸ :== 
۵ لستقیم » هي 2 ¥ 
ادن: 


ده 2(2) + ال رد )م2 ]| = 5 
6 34 0 


٩‏ 2خ + 2ن دورد 


Xxx‏ پڪ ڪڪ 
0 2 
۱ كي a +b‏ ورد 
2+ ۴و و و يا 
ا 


ويملاحظة آن: *م + OA|l= ¥ a*‏ | 


فان سطح ال مخروط الذي طول نصف قطر قاعدته ا وطول حرفه الجانبي 1ء هو: 


| ملحوظة )٠١,١١(‏ 
إذا دار قوس المنحني: (ر)ع=× الذي بدايته: (۸)8)0(,0 ونهايته: (ل,(0)ع)8 حول المحور لإ» فان مساحة 
السطح الدوراني الناتج تعطى بالصغة: 


: | 4 
dy‏ *((<)"و) +۱ رن ج27 ] = S‏ 


حيث ‏ دالة قابلة للاشتفاق على الفترة [0,0] ومشتقتها متصلة على هذه الفترة» وتحقق الشرط: 
(2)(2<۸ 


فشان( 
أوجد مسائعة له الک ر الى ار تاعا در الفا عو ورات 48 سی تضف الد وه 2 - و ا 
حول الحور ر (شكل (۳۱, ۱۰). 


۳۳۶ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


امكل 


إذا كان طول ارتفاع القبة يساوي 8 فان الإحدائي 
الصادى للتقطة ش هو: ط - ه. 


(00 ۹ 


كف 
[27a 2‏ ا 


1-1 


لك 
4 2 / ۱ 
تسس 3 پم ۳7 چ 
2 2 
a —‏ 1-1 


- 2ra[y [_, = 27a 
مساحة القبة الكروية الذي طول ارتفاعها « يساوي:‎ 


)۱۰, ٩( تمارين‎ 

6١‏ ما هی مساحة المرآة الناتجة عن دوران القوس الکافتی 64018 شکل (۳۲, 4۱۰ عند دورانه 
ول او وی 

۲ آوجد مساحة السطح الناتج عن دوران قوس 
النحني: ×«اودر الحدود بنقطة الاصل 
والنقطة (7,0) عبد دورانه حول الحور . 

۳( آوجد مساحة السطح الناتج من دوران قوس 
المنحني: ۷2۷ المحصور بين النقطتین 


الموافقتين 0 > -:ء عند دورانه حول المحور 5. 


شکل (۳۱, ۱۰). 


شکل (۱۰,۳۲). 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۵ 


( أوجد مساحة السطح الناتج من دوران قوس المنحني: 77م دنر الحدود بالنقطتين 
الموافقتين 0-< . 56 = × »عند دورانه حول الحور ×. 
٤‏ ا 5 ۱ 3 Ec‏ 
۵( او جد مساحة السطح الدوراني الناتج عن دوران قوس النحني: و د 
المحصور بين النقطتين او افقتین ۰۷-1 ۷<۵ عند دورانه حول الحور ×. 
065 آوجد مساحة السطح الناتج عن دوران الدائرة: 1= *(2-«)+ ”× عند دورانبا حول 
الحور *. 
2 ا 
26 أوجد مساحة السطح الدوراني الناتج عن دوران القطع الناقص: 1--- +22 عند 
دورانه: 
الإجابات 
١‏ )| وما 16 ۲( 1 + 2 )ما + 2|2 
2 3 
۳( مزب( ول )|| ۰۷2 +۱۵/۱ + ملام 
1+ 5 
+e +4) )۵‏ )2-1 
5 877 ضع على الشکل: چ1 رس ون 
بأخذ الإشارة الموجبة نحصل على السطح الخارجي للحلقة. 
وبأخذ الإشارة السالبة نحصل على السطح الداخلي للحلقة. 
3 . 2002 ج807 


37۳ + 


۹11 


۷ ل سس ۰ 104+ 5 
كي 5 3 e‏ 3 


سس تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


١9(‏ , ۱۰) آمثلة عامة 
General Examples‏ 


مشال ٦٤(‏ ,۱۰) 
بدون الاستعانة بالر سم وعد المساحة الحدودة) بالشخنمین: 
4= نز قي دووو (1(6-2- تين دور 


امحل 
من الواضح آن: ۴ و ع دالتان متصلتان على 8 . لندرس إشارة المقدار: 


(1+عد)(2 -بد)(1- f0) =(x*‏ - (تد)اع 
(x -1()۲ -2() + 1("‏ = 
فنجد الا شارة کا هو موضح في الشکل التالي : 


3F + - 1 


2 1 1- 
(باستئنفاء االحذور: 1,1,2 » فان الاشارة ما بين الحذرين 1,2 سالبة وموجبة ما عدا ذلك) 
فالمنطقة المحدودة بين المنحنيين بشكل تقريبي» كا هو موضح في الشكل : 
(٭) ۶ < (د)م على الفترة [1,2.] 
(د)/ > (د)ع على الفترة [1,2] 


فا لاح اوی 
2 
(r Dax =‏ و( ]+ Nar‏ ار وه ع) ]7 
1 


+ يرهز (2 + - ۲-2 (4 + 5 قفا 


ایب 


[og “يرو يور واعوديو عه عرق سد"‎ BH 


| سسا ندم 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۷ 


1 2 
| “3× ° +× + 2)dx + |)“ +° +3 2 بر‎ 2x = 
ا‎ 1 


مشال ٩۵(‏ ,۱۰) 
أوجد مساحة النطقة الحدودة بالمنحني: ”ل - 2 = × والستقیم: - ل 


ا 6 dy‏ و =2 | ۱/۲( (J‏ عد 6 14 


۰ ,۳٤( شکل‎ 


O‏ و۱4 
أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالنحني: 2 + لد < ۷ والستقیمن: ۷20 و ۷-2 
عند دورانبا حول الحور ×. 


ا تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


7717 7 
i 


1 
1 
۳ 
۱ = 
3 


اسن 
أ) الحجم يساوي: جج الط لاله من خورانالقرس مول الل ورغ مطروحا منه 
الحجم الناتج من دوران القطعة [0,8] حول نفس الحور. لإيجاد إحدائبي النقطة 8 نقطة 
التقاطع بين النحني: ITE]‏ والمستقيم: ×=« . نساوي بين قيمتي «» فنجد: 
0× , ×= 2+ لا ”×= 2 ++ (پتربیع الطرفین) ‏ 2=0-+- رح 
0= (1+)(2-) ددم (لآن: 0<×) 
۱حجم المنطفة الناتجة من دوران ۸48 حول الحور » هو: 


5 3 2 2 
87 | 5-6 ۲( 2 +| وت دك (۵)) =r‏ ( 
2 5 5 
١ 87‏ جر 2 
سید اس وک > وكا 
3 3 
0 0 
الحجم المطلوب» يساوى: 
S7 167‏ 
سس اسب - ۷- =v,‏ ۷ 
3 3 


ب) طريقة این باستخدام الشرائح الاسطوانية: 


۸( م -() ]جد - ۷ 
0 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۹ 


3-2 - «) بر ]22 - ۷ 
( (( )> () ۴) طول الشر محف ۷ بعد الشريحة عن مور الدوران) 
|( رج )2= ور رد + 3 بر ة بر) ]2 - 


0 0 


ا 55 
3 3 


فثال ۱۷ )١١١,‏ 
أوجد حجم الجسم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالمنحني: *۱0-( والمستقيمين: 
0= و ۰-2 عند دورانها حول المحور ۷. 


شل 


.) 1١١.50 شکل‎ 


بطريقة الشر ائح الأسطوانية: 


1 ۱ 3 2رم‎ 1 
V = ۶ | 27 dx - | 21n dx = 2 In >. 
55 
1 1 | 1 


و ۳۶ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


2 
(وضعنا داد ال هم دي ۱ EE E‏ 


1 
وکاملنا بالتجزیء) 
ا 2 )مه - 


یت 77 < 
3 ۱ 4 
مقال ا ,۱۰) 


أوجد مساحة السطح الناتج عن دوران قوس المنحني: 537-« المحدود بنقطة الأصل 
و النقطة: )48.2 ققلاء قیاق سوت ا سور 2 


2 


۳ 477 In نز‎ 
2 


ال 


2 


3 
2 4.5 3 
277 1 تسس ۸ ۶( +1 2 و4‎ 
E E RR E و‎ ABH 


2 
0 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳:۱ 


شکل (۱۰,۳۷). 


مال (۹ 1) 
أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالمستقيمين: *2 = ۱.۷ = × ومحورالسينات» عند 
دورانها حول المستقيم: 5 = ×. 


ال 
(طريقة الشر ائح الأسطوانية) 


3 A(1,2) 
ال‎ 
۲ وت سس ی‎ ۳ ۱ 
9 حور الدوران. هو المستقيم:‎ 


بالتالي فان: 5 ۱ 0 


* | شور الدوران 


شکل (۱۰,۳۸). 


4 ارتفاع الشريحة يساوي: ۷. 

(ب) سمك الشركة الأسطوانية يساوى: ۸۵ . 

(ج) طول نصف القطر الوسطي لاسطوانتی الشريحة يساوي بعد النقطة (9,*)م عن حور 
الدوران» ويساوي: - 5. 

(د) حجم الشريحة الأسطوانية التقريبي» هو: ۵( - 27065 . 

(ه) الحجم الطلوب يساوي: 


ع 
ا »5 مه = 6۲( - 2:05 e] ۲ (7۲ = r]‏ 1 
3 2 8 


مشال (۱۰,۷۰) 


أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة الحدودة بالمنحني: 4 = ۷ والستقیم 4 ۷ 
وحور الصادات» عند دورانها حول | لستقیم: 3- = ۷ 1 


الحل 

(طريقة الشرائح الأسطوانية) 

حور الدوران؛ هو المستقيم: 

3 - = رالموازي للمحور * بالتالي فإن: 
([) ارتفاع الشريحة يساوي: × 

(ب) سمكهايساوي: رھ . 


حور الدوران ۷۳۳ 


شکل (۳۹, ۱۰) 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل TEY‏ 


(ج) طول نصف القطر الوسطي لأسطوانتي 

الشريحة يساوي بعد النقطة (ر×)۲ عن حور الدوران» ويساوي 3+ر. 
(د) حجم الشريحة الأسطوانية التقريبي» هو: 3(۸۵+ ر) ×27 
(ه) الحجم المطلوب؛ يساوي 


1 3 4 : 4 4 
و 2 ز3 ۶ یز دروب 2ح 22 ]2۳034 | 


8 0 J 


نت 5 2 =| 22(3+ (2) 2 |= 


رشن رفاو عثر 


القطوع المخروطية 


CONIC SECTIONS 


(۱ ,۱) القطع المكافئ 
The Parabola‏ 


OT 


القطع الکافی: هو جموعة النقاط ۷ في المستوى» والتي بعد كل منها عن نقطة ثابتة ۴ في هذا 
| الستوی يساوئ بعدها عن مستقیم ثابت» شکل (۱ ,۱۱). 


نسمي النقطة الثابتة ۴ بالبؤرة (The Foucus)‏ والستقیم الثابت بالدلیل. لیکن 0 مس قط ۴ 
على اندنDirectrix)Jı(»‏ ولیکن »2 طول القطعة [۴6]. 
لنختر المحاور الإحداثية بحيث ينطبق المحور السيني على 6۴ وينطبق المحور الصادي على 
العمود المنصف للقطعة [۴6] شكل .)١١,١(‏ 


لنحدد إحداثيات النقطتين: ۲,۷۲ كما يل : 


۳۲ < ,(4,0ه)‎ M = (Ky) 


0 


M(X,y) 


(The focus) البورة‎ 


0 
0< هب رمك - yy‏ 


(The directrix) الدليل‎ 


۱ 0- > 
الشکل (۱,۱): 
معادلة القطع الکاف + (The equation of the parabola)‏ 
من الملاحظ في الشكل (۱ ,۱۱) » آن: 
FM ۳-6-0 +‏ | (1191) 
۵ دع حا ۲ | 
حيث 1 مسقط ۷۲ على الدلیل. وأن معادلة الدلیل هی :ه - = × 
لاحظ آیضا (حسب تعریف القطع) آن: 
|FM| = |HM| ==> ۱۳۳۲ 2۳۷۲‏ 0۱3 


باتعريص من 5 أا ق ١ر٠‏ 6۱ تحصل عل الساواة: 
(x-a)” + y7 = (x+8)‏ 


ومنه: ”ج + ×24 + ”×= ”+ +a”‏ و2 أو: 


القطوع المخروطية TEY‏ 


1١86 


وهذه معادلة القطع المكافئ بشكله القيامي. 

بيان القطع المكافئ (المنحني البياني) 

التماثل :من المعادلة )١١,1(‏ يتضح أن القطع المكافئ متماثل بالنسبة للمحور السيني. 
الحال والدی :نجد من:179١1):‏ 


(۱۱,۶) 
فمجال القطع هو الفترة: (»,0] 
ویظهر من العادلة ٤(‏ , ۰)۱۱ أن مداه هو : +1] 


دراسة تغيرات النحنی 
من العادلة (4 ,۰۱۱ نجد أن القسم الواقع في الربع الأول تمثله العادلة: 


ا 


وهذه دالة متصلة على الفترة: (0.0] . يقطع هذا الجزء المحور السيني عند نقطة الأصل 
والتى نسميها رأس القطع. يمكن الاستدلال من المشتقة الأولى والمشتقة الثانية للدالة الممثلة في 
العادلة (۵ , ۱۱) أن الدالة متزايدة على محاها و دبة على الفترة (ه,0) . 

برسم هذا الجزء ثم بإجراء التهائل حول المحور السيني نحصل على بيان القطع» شكل 
(۲ ,۱۱). لاحظ أن المحور الصادي يمس القطع عند رأسه. 


۸ ۶ ۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


The axis of the parabola 


ون القطع 


The vertex 


الر اس 


شکل (۱۱,۲) القطع الکافی. 


الأشکال الأخرى للقطع الکافی 
لو آعدنا الحسابات نفسها» لکن باختیار ۳ عل اطنهة السالبة للمحور السینی تارة وتارة 
آخری على جهتی الحور الصادي لوجدنا معادلات مشامة لما وجدناه في العادلة (۱۱,۳). بشکل 


عام المعادلة* 


قثل قطعا مكافتا رأسه نقطة الأصلء متائلا بالنسبة للمحور السيني فتحته الى الجهة اليمنى شكل 
DN‏ 


لاحظ أن: F = (a,0)‏ و آن معادلة الدليل هی : 2 -= . والمعادلة: 


=-44x , 0‏ ”¥ 
تمثل قطعا مکاففا رأسه نقطة الأصل» متاثلا بالنسبة للمحور السینی فتحته إلى الجهة اليسرى 
شكل (۳, ۱ (ب). لاج به أ (0,ھ- )=۴ وأن معادلة الدليل هى: 8 = ×. 


و العادلة: 


القطوع المخروطية ۳4۹ 


قثل قطعا مكافئا رأسه نقطة الأصلء متائلا بالنسبة للمحور الصادي فتحته إلى الجهة العليا 
شكل (۱۱,۳) (ج). لاحظ آن: (2 ,۴=)0 وأن معادلة الدليل هي: ۵-ع. 
والمعادلة: 


تمثل قط | مكافنا رأسه نقطة الأصلء متماثلا بالنسبة للمحور الصادي فتحته إلى الجهة السفل 
شكل (۱۱,۳) (د). لاحظ أن: (4-,۴=)0 وأن معادلة الدليل هي: ۵ = (ا. 


The parabola opens to the right 


القطع الکاف ‏ فتحته نحو اليمين 
۱ فوع بحو اليم 
الدليل ت 1 1 


=4ax‏ ذل 


(1۱ فك‎ 
The parabola opens ۵ 

القطم المكافئ فتحته نحو الأعل 

۱ x - 40 


(د) 


شکل ی 


۳۵ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


)۱۱,۱( متال‎ 
حدد عناصر کل من القطوع التالبة:‎ 
yV =x ۷* = -6x 0 
KX Dy (E xay 


ا لحل 
)١‏ القطع متماثل بالنسبة للمحور السيني» فتحته الى الجهة اليسرى ورأسه نقطة الأصل. بؤرته 
ودليله: 6= 44 2 - » 
إذن: رمك ها 3 5 
شال( ۹3( 
)١‏ القطع مت‌اثل بالنسبة للمحور الصادي» فتحته نحو الأعلى ورأسه نقطة الأصل. بؤرته 
ودليله: 44 > 1< ج 
إذث: (0,1) = (ه,0) د۴ ومعادلة دليله: - 1- = ج- = ۷ 
کک 7 كا 
۳) القطع متماثل بالنسبة للمحور السيني» فتحته الى الجهة اليمنى ورأسه نقطة الأصل. بۆرته 
ودلیله: 3= 4= 2 - ۾ 
ادن: (20) - (0:») = F‏ » ومعادلة دليله: = مدن 
وشک ر 6۱۱( 
(٤‏ القطع متماثل بالنسبة للمحور الصادي» وفتحته نحو الجهة السفلى ورأسه نقطة الأصل. 
بزرته ودليله: 2 = 44 <= » 
اذن: 0-2 = (م-,0) = ۴ » ومعادلة دليله: د y =a‏ 
قل ۷۱ )6 


OTE 
إن النقطة ۷ في الستوی يعبر عنها بالصورة:‎ 


(,)21 أو (ز,)-/ة يعنى أن: (11)2.2 > (ز,)-21 وهذا ما نستخدمه فیا يل. 


القطوع المخروطية ۱۳۱ 


1;7( القطع الناقص 
The Ellipse‏ 


| تعریف (۲ , ۱۱) 
| القطع الناقص: هو مجموعة التقاط ۷ في الستوي والتي جموع بعدي کل منها عن نقطتین ثابتتین 


۳۳ ف هذا الستوی يساوي بعدا ثابتا مقداره 22 »شکل (۱۱,۶). 


5 التعریف نجد آن: 
,۱ 
تسمی النقطتان ۴۳,۴ بالبؤرتين؛ والستقیم ۲۳۲ با خط البوري» وطول القطعة [۴۴] بالبعد 
البؤري» لنرمز هذا البعد الثابت 


بالرمز 26 فنجد: 0 <6 , 26 - |FF‏ 


The center 


شکل (۱۱,4): 


لنختر المحاور الا حدانبة بحت ينطبق المحور السيني على الط البؤري» وينطبق المحور الصادي 
على العمود المنصف للقطعة [۴ "۳]. 
لنحدد إحداثيات النقاط ۳,۳,۷ كما یل : 


زب , (۳۵,۵ , (مبع) "7 


oY‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
من الملاحظ في الثلث ۳۸۸۳ أن : 

a > ©‏ ج 2a > 2c‏ = ۳۸| + ۱۳۳۱۷۲ 
(مجموع طولي آي ضلعين في مثلث آکبر من طول الضلع الثالث). 


معادلة القطع الناقص (The equation of an ellipse)‏ 
من الملاحظ في الشكل (5 ,۱۱) أن: 
FM | (x +c)” +‏ | 
y*‏ + “زمر -م) =| FM‏ | 
بالطرح نجد: 


|FMf- |FM 


E 


(FM + (FMD (FMI- (FM} = 4xc 
وبالتعویض من 0 ,۱۱) فی الساواة السابقة نحصل حل الساواة:‎ 
22 ((FM| -1۳۳/( = 6 
و‎ 
2 


کت عر ۳۸۸ ب | ۳۸ | 
il‏ 


لكن من المعادلة (5 ,11 ):24 = |FM| + |FM|‏ 


2 +ه حر ۳۸۸ | 

4 

| ۳۸|] 6 x 
من العادلة (۱۱,۸) و (۱۱,۱۳) نجد آن:‎ 


ار : 35 CA‏ 
الداع ۷ "سب + | 
7 


)۱۱,۱۷( 


(TYA) 


)۱۱ ,٩( 


ور 


AED) 


(NY) 


NYE N 


ISN) 


القطوع المخروطية or‏ 


وبالفك والاختصار نحصل على المساواة: 


2 


)۱۱ , ۱۵( x*(a* - مر‎ y* =a * (5ع-2هم)‎ 


وبالتقسيم على (07- 47)47 نحصل على المساواة: 


2 2 
0 1 
1 یسم وا 
a da —C“‏ 
وحسب (۱۱,۷). فان: 0 > a - e‏ 
0< 5 ره چ ك ”= 4-7 11,1۷7( 


ومنه نستطيع إيجاد ه إذا علمنا ط,ه. أو إيجاد ١‏ إذا علمنا © ب2. 
بالتعويض من (۱۱۰۱۷) ف المعادلة ١1(‏ ,۰۱۱ نحصل على المساواة: 


۳ ۳ 
کا 75 كلمت (۱۱,۱۸) 
هم " 2 : 


لاحظ في الشکل القیاسی السابق للقطع أن ۵<۳» وآن البورتین تقعان على الحور السيني. 


بيان القطع الناقص (النحنی البياني) 
لمائل 
یتضح من العادلة (۱۱,۱۸) أن القطع متماثل بالنسبة للمحور السيني والصادي. بالتالي هو 
متیائل بالنسبة لنقطة الاصل. إذن» يكفي رسم الجزء الواقع في الربع الأول ثم با جراء التعائلات 
الطلوبة نحصل على القطع بأكمله. 
الجال والدی :من العادلة (۱۱,۱۸) نستنتج آن: 
نز دس بو (۱۹ ,۱۱) 
فمجال القطع هو الفترة:۵1 ,۵ -] 
ویحساب ‏ بدلالة ز نجد أن مداه هو : [0 , ظط -] 
التناقص والتحدب 
من العادلة (۱۹ ,۰۱۱ نجد أن القسم الواقع في الربع الأول یمثل بالعادلة: 
عردم ر ولک < بو Cy)‏ 


وهذه دالة متصلة عل الفترة: [0,4] 


۳۵ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


یقطع هذا الجزء المحورين الإحداثيين عند النقطتین: 
(a, 0( ,8- )0 ,(‏ < ۸ 
یمکن الاستدلال من الشتقة الأولى للدالة المثلة في (۲۰ ,۱۱) أنها متناقصة على مجاها. كما 
یمکن الاستدلال من الشتقة الثانية أن الدالة محدبة على الفترة (0,4) . برسم هذا الجزء ثم باجراء 
التمائلات الممكنة نحصل على بيان القطع شکل (۵ , ۱۱). 


B(0,b) The center 
۱ الک‎ 


B'(0,—b)‏ رصاع المخور الضتر 


Thê minor axis 


شكل (۵ , .)١١‏ القطع الناقص. 


لاحظ أن القطع يمس الستقییات الأربعة: 
8ع , هت عر نات ؟ رخا ع به وآن 2-8 مستفیم ماس عمودی (Vertical tangent line)‏ 


للقطع. بالئل ۵ - حير . 
نسمي النقطتين ۸٩,۸‏ برأسي القطع(:۰:100 ۰)۷ كما نس مي القطعة [۸۸] بالحور 
الكبير (The major axis)‏ للقطع . لاحظ أن البؤرتين تقعان دوما على المحور الكبير للقطع الناقص. 
الاشکال الأخرى للقطع الناقص 
لو آعدنا الحسابات نفسها لکن باختيار ۴,۴ على المحور الصادي لوجدنا المعادلة: 
< یت 


القطوع المخروطية ۳۹۵ 


بشکا عام العادلة: سب ع 


a 


E 2 esa OTT 


LOY ۲( مثال‎ )۱۱ US] 
قثل قطعا ناقصا بورتاه على الحور الصادي إذا كان ا>ه» وتتعین » بالعادلة: ۾ - ط١ =ء‎ 
.])۱۱ , ۳( [شکل (۱۱,۷) مثال‎ 

مال 


کین سس ۸ 
ارسم القطع الناقص: ا محددا جميع عناصر ه. 


اشا 
ن الملاحظ آن: 5و جه 375-25 
5-4 جب 16 < *9 
۱ وچ 9ج ود "وج 
لاحظ أن البؤرتين تقعان على الحور السيني: 0<ه. 
پورتا القطع: (3,0) = ۴ , (3,0-) =۴ 
وآسنا القطع: (5,0) = ۸ , (5,0-) ۸ 
نقطتا التقاطع مع المحور الصادي: (0,4) = 8 , (0,4) ='8 
(انظر الشكل (1 و ۱۱)). 


The minor axis _ هیر‎ B(0.4) 


المحور الكبير 


The major 5 


N شک‎ 


دم تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


مال (۳,۳) 


2 
1 


۲ 

ف 8 a‏ ۳۹ 0 2 _" کی 
ارسم القطع الناقصن: 1= 2 0 محددا جميع عناصره. 
من اللاحظ آن: 3و جم 9= ”ج 


97 < 25 b= 5 

4 < © 16 < 9 - ۶ دش 
لا حط آن «a<b‏ وأن البؤرتين تشعان على الحور الصادي. 
برتا القطع(:0۵] 6 )0,4( = F-= (0,-4) , F‏ 
طرفا الحور الكبير(رآسا القطع): 
B'=(0,-5) , B = (0,5)‏ 
طر فا المحور الصغير 
(the endpoints of the minor ax1s)‏ : 
(3,0) = ۸ ,(3,0-) عام 
(انظر الشکل .))١١,۷(‏ 


(۱۱,۳) القطع الزائد 


The Hyperbola 


القطع الزائد: هو مجموعة النقاط ۷ في المستويء والتي الفرق بين بعدي كل منها عن نقطتين ثابتتين 


۳۲ في هذا الستوی يساوي بعدا ثابتا مقداره ۰22 انظر الشکل .)١١,۸(‏ 


من التعریف نجد آن: 
TAT |۳۷ - ۱۳۳۷| = 2a > ۱۳۳۳۲ - |FM| = £2a, a> 0‏ 


القطوع المخروطية TOY‏ 


هذا الفرق موجب من أجل نقاط 


القطع المحققة للشرط 0< J‏ 
سالب من أجل النقاط الحققة 
للشرط 0>× 
انظر الشکل .)١١,۸(‏ 
ONA‏ 
لاحظ في الثلث ۳۸۲۳ آن: 
Yg TT) FMI - |FMÎ| = 2a < 2c >a <c‏ 


(القيمة الطلقة للفرق بين طولي أي ضلعين في مثلث أصغر من طول الضلع الثالث). 


(the equation of the hyperbola) معادلة انعم الز اد‎ 


بالااسلوب نفسه التبع في القطع الناقص نحصل عل العادلة: 


(FM |+| ۳ ۱۳ = 4xc‏ مم 
عندك = )| CTV TE) +20) FM | + | FM‏ 
ا 
کدی موم |+| Fu‏ (۱۱,۲۵) 
ti‏ 
لکن من العادلة (۲۱ ,۱۱): IFM| - |FM| =+ 2a‏ 


بجمع العادلتین (۲۱ ,۰۱۱ (۱۱,۲۵) والتقسیم على 2 نحصل عل الساواة: 
وك + )+ |۳۰۸۸ | اه 
a‏ 


من العادلة (۱۱,۸) نجد: 


2 


وبالتعويض عن قيمة |۴۷ 
(x +e) + 7‏ - دی 
4 


ومنها نجد حسبا سبق ذكره في القطع النافص: 


(۱۱,۲۷) 
ومن العادلة (۲۲ ,۱۱ فان: 0> 42-42 
(۲۸, ۱۱) 
ومنه نستطیع |مجاد ه إذا علمنا طبة» أو إذا علمنا عبة. 
بالاستفادة من (۱۱,۲۸) فان العادلة (۲۷ ,۱۱) تصبح على الشکل: 
2 ۳ 
وب س (۲۹ , ۱۱) 


9 
+ 2م 


لاحظ أن البؤرتين (10 ءط) تقعان على الحور السینی. 


بيان القطع الزائد (المنحني البیانی) 
التماثل 

يتضح من العادلة (۱۱,۲۹) أن القطع متماثل بالنسبة للمحور السيني والصادي أيضاء 
وبالتالي فهو متماثل بالنسبة لنقطة الأصل. إذن» يكفي رسم الجزء الواقع في الربع الأول ثم بإجراء 
التاثلات المطلوبة نحصل على القطع بأكمله. 
المجال والدی: من المعادلة (۲۹ , ۱۱) نستنتج أن: 


2و و سم 7 راع 


فمجال القطع هو الفترة: (8,-)- ١ IR‏ 
وبحساب × بدلالة لإ نجد أن مداه هو: 18 
التزايد والتحدب 
من المعادلة (۰)۱۱,۳۰ نجد أن معادلة جزء القطع الواقع في الربع الأول هي: 
و ي ؟ = 1 ) 


وهذه دالة متصلة عل الفترة: (مه,4] . 


القط سوع المخروطية ۵۵ ۳ 


يقطع هذا الجزء الحور السيني في النقطة (0,)-۸ 
يمكن الاستدلال من المشتقة الأولى والثانية على أن الدالة الممثلة في (۱۱,۳۱) متزايدة على مجاضا. 
ومحدبة على الفترة (8,90) . 


المستقيمات المقاربة للقطء 
يقبل القطع الممثل في العادلة (۱۱,۲۹) المستقيمين المقاربين: 


0 


(the asymptotes) y= رس‎ 
4 


رسم القطع 
5 نرسم المستقيمين المقاربين» وذلك برسم المستطيل المحدد بالمستقيمات: 
y= - 0,۷ < 9, ۶ < - 2, 21‏ 
ثم نرسم قطري الستطیل مع ملاحظة أن استقامتي الستقیمین القاربین هي استقامنا قطري 
نرسم بعد ذلك جزء القطع الواقع في الربع الآول» ثم نجري التمائلات الطلوبة فتحصل على 
القطع» شكل ۹٩(‏ و ۱۱). 


س7" 
/ 
ف 
/ ع- جح پل 


الحور القاطع 


The transverse 5 


تخت رباص 
e‏ 
a‏ 

اث ج اتا لا اث ا ا 


شكل ٩(‏ ,۱۱). القطع الزائد. 


لاحظ أن القطع يمس الستقیمین 2 - = × ,2 = × عند النقطتین ۰۸,۸ نسمی هاتین النقطتين 
برأسي القطع. لاحظ آیضا أن القطع لا يقطع المحور الصادي مطلقا. 


الاشکال الأخرى للقطع الزائد 


لو آعدنا الحسابات نفسها ولکن باختیار ۴ ,۴ على الحور الصادی لوجدنا العادلة: 


١ع‎ 


4 7 
0 ۲ 7 
7 


بشكل عام» المعادلة : 


مثل قطعا زائدا بؤرتاه على المحور السينى إذا أخذنا الإشارة الموجبة للطرف الأيمن» شكل 
ا 


تمثل قطعا زائدا بؤرتاه على المحور الصادى إذا آخذنا الاشارة السالبة للطرف الایمن» شكل 
ONY OY, 1)‏ 
وتتعين ه في كلتا الحالتين بالعادلة: 52+ 2ه لا 


0۷١, مان(‎ 


9۳ رب 
ارسم القطع الزائد: سس اس 


0 16 محددا جميع عناصر ه. 


ال 


من اللاحظ أن معادلة القطع تکتب على الشکل: 
2 2 


XA 19 _‏ 
16 9 
وهذايدل على أن بؤرتي القطع تقعان على الحور الصادي. 
من جهة أخرى: 


۰-3 ه 9 - a‏ 
4 - و جه 16 - 2م 


5= 16+9-< تم 


۱ لقطوع المخروطية ۳۹ 


لاحظ أن نقطتي تقاطم القطع مع الحور الصادي (رأسا القطع) هما: 


B'= )0,4(, 8 = (0,4) 


وان افق لا ب ااا را F(0,5)‏ 
يذل آیضا عل آن البورتین تقصان عل یز 
الحور الصادي وتكون بؤرتا القطم: B(O4) J‏ ا 


F'= )0,-5(, F = (0,5)‏ 
الستقیمان المقاربان: لنستبدل في معادلة 


القطع وق طرفها الفا الواحد بالصفر ۱ 
فنجد: 0 2_2 (3,0) ' 


B(0, -4)‏ 
F(0, -5(‏ 
شکل (٭ ١‏ ). 
و مله بحد: 


بالتالي يظهر في الشکل (۱۰ ,۱۱) بيان هذا القطع. 


ال( ۱ 


71 1 


كلد ال اوه وا ده 1 
ارسم القطع الزائد: 1- 9 16 محددا جميع عناصره. 


لمحل 


۳-۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


6= و - 4 دن 
9= *- 3 حرم 


 <16+9‏ -ه 5 دم 


لاحظ أن نقطتي تقاطع القطع مع الحور السيني (رأسا القطع) 

A'= (-4,0), A = )4,0( : شما‎ (the vertices) 

و آن القطع لا يقطع الحور الصادي» وهذا يدل على أن البؤرتين تقعان على المحور السيني. 
بؤرتا القطع F= (5,0), F = (5,0) :(the foci)‏ 


۱ I: 

الستقیمان المقاربان:.0 - 2-2 چم + و 

لاحظ آنه يمكن إيجاد معادلتي المستقيمين المقاربين باستبدال في معادلة القطع وني طرفها 
الثاني الواحد بالصفر. وبالتالي يظهر في الشكل 

(۱۱ ,۱۱) بیان هذا القطع. 


F'(-5,0) ۱۸-40 Î ۸)4,0(1 0 


شکل (۱۱,۱۱). 


القطوع المخروطية ۳-۱ 


في التمارین التالية» آوجد عناصر القطوع (البور الرژوس الادلة. الخطوط القاربة) ثم ارسم 
منحنياتها البيانية : 


06 060 == 25:2 + “برو 
۲ 6 = ۷ 5- 92+ 16+2 
و 8 
۳) نوق = × ۷( [= = 
16 25 
۱ ۲ شن 
6 = ۷۰ ۸ < ست - مت 
4 36 


في التهارين التاليةء آوجد معادلات القطوع المخروطيةء والتي رژوسها نقطة الأصل إن 
كانت مكافئة» ومراکزها نقطة الأصل إن كانت ناقصة أو زائدة وذلك ضمن الشروط المبينة: 
٩‏ قطع مکافی بؤرته (۴)0,4. 
۰ قطع مکافی بژرته (5,0-)۴. 
(1١‏ قطع مکافیع بقرته (3-,۳۲)0. 
۲( قطع مکافی پورته (۴)6,0. 
1۳( قطع مکافی معادلة دلیله 5 = . 
01 قطع مکافی معادلة دلیله 2-2 (. 
۵ قطع ناقص بؤرتاه (4,0-) يم (5)4,0 ورأساه (5,0-) 7ء (5,0) ۷ 
۳ قطع ناقص محوراه منطبقان على المحورين الاحدائیین» ويمر بالنقطتين (1,3)» (2,4). 
۷ _ قطع ناقص بؤرتاه (4.0)و#» (4.0) ٨‏ ويمر بالنقطة كم 
1۸( قطع ناقص محوره الاساسی الحور × (المحور الذي تقع عليه البؤرتان) وطوله 10 وطول 
حوره الاخر 6. 
۹( قطع زائد بوّرتاه (4,0) د۴ » (4,0-),75 ویمر بالنقطة (14,24). 
۰ قطم زائد بورتاه (۳,)4,0 (4-,۴)0 وأحد مستقیمیه القاربین رو . 


۱ قطع زائد حوره القاطع الحور × ویمر بالنقطتین (2.1) (4.3). 


۳-۹6 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(5 , ۱۱) الأشكال المختلفة 
للقطوع الخروطية في حالتها الا نسحابية 


آولا: القطع الکافی 
لنسحب حوري ال حدائیات ‏ و ل بحيث يبقيان موازیین لنفسیه إلى النقطة 
.O'(h,K)‏ 


من الشکل(۱۲ ۷) تجد آن العلاقة بين (۷.×) إحداثيي نقطة ۷1 بالنسبة للمجموعة 
الاحدائية الجديدة وبين (,*) إحداثبي النقطة نفسها بالنسبة للمجموعة الاحداثية الأصلية هی: 


س + م ۷ + با < 2 ] 
|ly=K+Y ۲ <« ۲‏ 


القطع الکافی: لاح تم FF‏ (۳۲, ۱۱) 
الذي رأسه 0 والمتاثل بالنسبة للمحور× تصبح معادلته بعد التعويض عن ۷ بم 
پساویها في (۰)۱۱,۳۲ عل الشكل: 
(y-K)* = 4a(x-h), 0‏ 


شکل (۱۲ ,۱۱). 


القطوع المخروطية ۳۹۵ 
نعلم أن |حدائي البؤرة ومعادلة الدلیل للقطع بالنسبة للمحورین × و ۷ »هي على الصورة: 
(,۰۳)۵ 2-0 2 
وتصبح بالنسبة للمحورین × و ¥ ۰ على الشکل: 


+h ۰۳/۵ + ۱,۱‏ جح - تت ۲ 


مشال (5", )١١‏ 
أو جد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته (2,4) ودليله المستقيم 1-= × 


الحل 
من الملاحظ أن النقطة ( 1,4-)11 تحدد مسقط ۴ عل الدلیل» وحيث إن '0 متتصف 

القطعة [115] هو رأس القطع فإن: 

ل _ (2,4)+(1.4-) 


(h,K) = 4‏ 
لكن القطع متماثل بالنسبة للمحور 6 وفتحته كا یظهر في الشكل (۱۱,۱۳) إلى الجهة 
اليمنى فهو من الشكل: 
(y-K)” = 4a(x-h), 0‏ )11,۳۳( 
y‏ 
4 
(4, -) 
Xx‏ ۱ 
H(-1,4) F(2,4)‏ 
۲ 2 1 1- 


7 -< -1 


شعل (۱۳ و ۱۱). 


نعلم أن البعد |١۴|‏ بين البورة والدلیل يساوي 28 ويساوي 3 كا هو واضح من الشکل 
(۱۱,۱۳) إذن: 2-3 <= 
بالتعویض عن 1,۵ با يساويها فی (۱۱,۳۳) نجد: 
۱ ۱ 
1و (x‏ 9 


ال (۷, ۱۱ 

آو جد معادلة الاس (1۱۸6 1۱278001 106) والعمو د على المماس (1:86 ۱۵۳۳۵1 ۱۱6 ) عند النقطة 

(6-,۱) الواقعة على القطع: 44 = إ6 + 7 
ال 
باشتقاق طرق العادلة السابقة بالنسبة للمتغیر ۰ نجد: 
4 < 6۷ +2۷۷ 

لکن 7 ميل الاس لمنحن عند نقطة منه يساوى قيمة الشتقه ۷ عند هذه النقطة. بالتعویض عن 
إحداثيى هذه النقطة في المعادلة السابقه نجد: 


دك سا چپ 4= 6۷+ 12۷ - 
3 6 ۱ 1 1 


شيك . 2256 


معادلة الماس لمنحن عند نقطة (,۷+,) منه هي : 


رد-0۲ رل رج و لد 
٩‏ بل 
وبالتال فان معادلة المماس: 
۱ 
کک ر جه (1- )= 6 + ر 
ميل العمود على المماس وليكن : يعطى بالعلاقة: 
3 1 ۱ 
— - -- 111 
Mm 2‏ 
15 3 3 
E‏ بش [ ع ح تلدب 
5 2 ر جر 2 ١‏ 


بشكل عام» فإن معادلات القطوع المكافئة في حالتها الانسحابية وعناصرها تتحدد كما يلي: 


القطوع المخروطية ۳۹۷ 


.)١( جدول‎ 


سل 


(y-0 = 4a0) 
تلد‎ = ۵-6 
اب‎ = 4-9 


(حيث 5<0) 


لاحظ لو بدلنا في الحالات الواردة في شکل (۱۱,۳) فی آ» ب» جه ده عن کل من ۷۰5 
بالقیمتن 1 - × - ۷ لحصلنا على المعادلات العامة في وضعها الانسحابي» و کدلك على إحداثيات 
البر ومعادلات الادلة. 


مشال (۱۱۸) 


حدد عناصر القطع التالي وارسمه» شکل (۱ 2 
x +y= 4x‏ 


الحل 
تكتب المعادلة السابقة على الشكل: ‏ مر 
رک 
نضيف إلى طرفي المساواة مربع نصف 
معامل × فنحد : 
x” 4x + (2) = -y + 4‏ 


لاحظ أن الطرف الأيسر آصبح مربعا 
تاماء بالتالی فان العادله تکتب على الشکل: 
(4- دح *(2-) شکل ( ۱ و ۱۱). 


۳-۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتعامل 


بالقارنة مع الحالة الأخيرة من الجدول السابق» نجد: 
|[ عد ا ت 7 
3 4 
بالتالى فان راس القطع : )2,4( = (h,K)‏ 
بؤرنه: 2,2 = u F(h-a+ K)‏ 
دلبله: = + < « 
مشال:(۱۱,۹) 


آوجد رأس وبؤرة القطع المثل بالعادلة: 
4-0 + 2 -27 + ۷۶ 
و کذلك آوجد معادلة دلیله وارسمه شکل 


ی ۲ 
ا لحل 
تکتب المعادلة السابقة على الشکل: 
2y = +24‏ + ۷ 
نضیف إلى طرق الساواة مربع نصف معامل ۷ 
فنیجد : ۴ 
Xx ۷ + 2y + )1( =2×-4+ 1 = 2X3‏ 


لاحظ أن الطرف الأيسر أصبح مربعا تاماء 


١ 3 3 5 ۱‏ 
وبالتای تکتب العادلة على الشکل: (2- :20 = ”)1+ (y‏ 
بالقارنة مع الحالة الأولى جدول (۱) نجد على التوالی: 


1 
Aa < 2‏ دح عن 
2 


3 بو‎ a, 
O = راس القطع:‎ 


شکل (۱۱,۱۵). 


القطوع المخروطية ۳۹ 


F(a +  , KB) =(2, -1( بورته:‎ 
۶ < -0 +  < 1 دلبله:‎ 


ثانیا: القطع الناقص 

بأسلوب مشابه لا وجدناه في القطع الکافی» فإن العادلة: 
و تع 
3 سا 

a ۳‏ 
منسوبة إلى المحورين الإحداثيين ۰2۸۶ ۷ تمثل قطعا ناقصا مر كزه (>۰0)۳,1 ومعادلته منسوبة 
إلى الحورین × ۰ ل تکتب على الشکل: 

Gz. “عن‎ 


0 4 
بؤرتاه ورآساه» شكل (۱۲ ,۱۱) تتحدد بالجدول التالى: 


- 


- [ 


حدول (۲). 


وس 


2 مودي | ويم مه 
و کو 


B(h,b+K) 


A(a + h, K) 


شکل ۷۹0( 


ا 7 تطسقات ف حسات التفاضل والتکامل 


مثال )١١, ۱١(‏ 
حدد عناصر القطع التالي وارسمهء شکل (۱۷ , ۱۱): 
18x-100y-116 = 0‏ + 25 + رو 
ال 
تکتب العادلة السابقة على الشکل: 
2x) + 25)* - 4( = 6‏ + )9 
لنتمم إلى مربع تام كلا من القدارین بين العترضتین فنحد: 


9(x* +2x+(1)°) + 25)“ -4+)2(*( = 116+90 


9)x + 1( + 250-2(* = 5 : ومنه‎ 
2 2 
(x + 1( )( -2( 1 1 

25 9 


وهذا قطع ناقص بؤرتاه على الحور ×0 : 

لاحظ أن: 4= 5,۵-3,<25-9-» وأن: 6<ة 
المركز: (1,2-) = (16,ظ) 

(+e + h,K) = (±4 -1,2( البؤرتان:‎ 


A'(-6,2) 


فل( 0 


القطوع المخروطية ۷1 
(دن: (3,2) F= )-5,2(, F=‏ 


اسا القطع: (25-1,2) = (+±a+h,)‏ 
إذث: (4,2) ع ۵ ,(6,2-) A=‏ 


ال ۱۱ ۱۲۱۵ 
آوجد معادلة القطع الناقص الذي مرکزه (0)3,3 واحدی بؤرتيه النقطة (3,1) ۴ وطول 
حوره الاکبر يساوي 6 ثم أوجد معادلة اماس لهذا القطع عند النقطة (3,0) . 
۳ 
¥ (01)3,3 


F"'(3,D) @‏ 
2 
0 
شکل (۱۱,۱۸). 
ال 
القطع بورتاه على الحور لا فهو من الشکل: 
5 ا س (x3‏ 
aُ 8‏ 


لاحظ آن: 3-وجه 29-6 وآن: |O'F|=c=2‏ 
ادن: تو- *9 = ت ومنه: 5ل = 92-2 

الم 0 جع ê WS‏ 
معادلة القطع : ا 

۱ اش موده عمس مر قح ار( باه 
من معادلة القطع نجد بالاشتقاق: 0 - 1 3 + 7 


ومنه نجد ميل الاس عند النقطة (3,0) هو: 1775-0 » بالتالي فان معادلة اماس عند هذه النقطة هي: 


VY‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ثالثا: القطع الزائد 
بالأسلوب نفسه المتبع في القطع الکافی والناقصء فان المعادلة: 


(1,۳60 ۹ 13 


1 1 
منسوبة إلى الحورین الا حدائین × ۰ ۷ : 
قثل قطعا زائدا مرکزه (0,5) ۰0 ومحوره القاطم × |ذا آخذنا الاشارة الوجبة في الطرف الایمن 


(شکل (۱۹ ,۱۱ ()). 
تمثل قطعا زائدا مرکزه (6,16) ۰0 ومحوره القاطع ۷ ذا أخذنا الاشارة السالبة في الطرف الایمن 
(شکل (۱۹ ,۱۱) (ب)). 
وفي کلتا الحالتين. فان العادلة (۲۶, ۱ ١‏ ) تکتب منسوبة ال المحورين : على الشکل: 
بد 6-0 (۱۱,۳۵) 
a 0‏ 0 ۱ 
تتحدد البؤرتان وال رأسان في كل حالة کا في الحدول الاتي: 
حدول (۳) 
را 
۱ عله جنا رلا حم 3 ت73" )1 73" 
ظ 5 
¥ + 
3 
۳۹ 
K‏ 
x‏ / ۳ 505 
3 
0 


شکل (۱۹ , 1)۱۱. شکل (۱۹ ,۱۱) ب. 


القضوع المخروطية ۳۷۳ 


ENE 
وكذلك فان معادلة الخطين القاربین في كلتا الحالتين هى:‎ 
RYE 
7 
)١ ۷:, ۲ ( قال‎ 
ستل د عناصر القطع التالی وارسمه:‎ 


9y*-16x°-18y-64x-199 = 0 


ال 
تکتب العادلة السابقة على الشكل : 
9 = (4+*)16-(2۷- )9 
لنتمم إلى مربع کامل كلا من القدارین بين العترضتین: 
9(y?-2y+(1)°)-16(x”+4x+(2)”) = 199+9 4‏ 


ومنه: 4 = (y-1) - 16(x+2)”‏ 
5 لت فم كن 
9 6 
وهذا قطع زائد بورتاه على الحور 0۷ 
لاخظ آن 5= ۰16+9 < 6 4 - ط , 3 <ه 
المركز: )2,1-( = (h,K)‏ 
البؤرتان: (1 + 5+ ,2) = (h, tc + K)‏ 
ادن: (2,6-) ع F= (-2,4), F‏ 
و آستا القطع: (1 + 4 ,2) = K)‏ + + ,ظط) 
اذن؛ )2,5( = B'= )-2,-3(, B‏ 


المقاربان: (2+) 1-15-م 


۳۷ تطبیقات ق حساب التفاضل والتکامل 


يه 
لعي ع لع mm mm mm ma‏ أن mm‏ ا أ م ا ع ع ع د مذ م أ 


اھ۸ 
x‏ د 
ZEC..---‏ 
(- روز 


شکل(۱۱,۲۰). 


ال ۱۲۸ )٩۱:‏ 
عين معادلة القطع الزائد الذي مرکزه (1,4-)۰ وإحدى بؤرتيه (13,4/:+1-) ومستقیماه 


القاربان: (۱ )۱-4-2 


لت 
یقع الرکز والبؤرتان على الستقیم 24 ۷ الوازي للمحور ×0 


(x+10)” “دس‎ _ 


فمعادلة القطع هي من الشکل: 1ج 


7 7 
مستقباه المقاربان ھا : ا الاح ل 
7 
إذن: 5 )١١,*5(‏ 
2 م 


لكن البعد بين البورة والمركز يساوي » إذن: 


القطوع المخروطية ۳۷۵ 


3- 92+ 2و جه 2و + ةنول ةدم ۵ ۱ 
من العادلتین (۳۲ ,۰۱۱ (۱۱,۳۷) نجد آن: 3 - ط ,2 < ۸ 
GED G-D A‏ 
فمعادلة القطع ی a ET E‏ 
٤‏ التهارین التالية» آوجد عناصر القطوع (الراکن الب الرژوس» الآدلة الخطوط المقاربة) نم 
ارسم منحنياتها البيانية (إن وجدت). 


2x” - 3186۷۲17-0 ۸ x — yy +4x+4y - 48-0 ۱ 

+8y=0 (۹ x +5 +6x— 40y — 84-0 >‏ ديقع 

Ax? -9y*— 16x+18y — 7=0 )۰ x+2y+8y - 8x - 48-0 (۳ 
+2 - 47-0 ۱ ۱ +6+8۷+1-0 )5 

4x” - 9۷ - 16x+18y - 29-0 ۲ yv +8x+6y+1=0 (© 
Ax+y رشب‎ - 420 )۳ 3+26 - 8y+5=0 ؟)‎ 

xy +x+4y+5=0 ) £ ۷ - 6 —4y+16=0 (¥ 


في التمارين التالية» آوجد معادلات القطوع الخروطية وذلك ضمن الشروط المبنية: 
٥‏ قطع مکافی رأسه (1,2-) ودلیله 3 - 2 . 
7) قطع ناقص رآساه (5,2-» (3,2) وبورتاه (4,2- )» (2,2). 
۷ قطع زائد رأساه (1,5-)» (3- ,1 -) ویمر بالنقطة (5- ,3-). 
۸) قطع زائد مستقیاه المقاربان: 
)ع 7+ 2۷ 3 + 0 < ] +294 + 3 
ویمر بالنقطة (5,1-). 
9) قطع مکافی رأسه (2- ,3) وبورته (3,4). 
۰) قطع مکافی بؤرته (1,2- )۳ ودلیله 8 = ×. 
۱ قطع ناقص بورتاه (3,6-)» (3,2 -) وطول حوره الکبیر 14. 
۲ قطع زائد بورتاه (6- ,3 (3.2) وطول حوره القاطع 4. 
۳) قطع زائد بورتاه (3- ,4 (3- ,6 - ) وأحد رأسیه , (3- ,3). 


۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


5) قطع نقاطه تبعد عن النقطة (1,2 - ) بعدها عن مستقیم 4 - . 
۵ ) قطع نقاطه تبعد عن النقطة (2.1-) بعده عن الستقیم 0= 5- «3 + ×4. 
۲ ) قطم القيمة الطلقة للفرق بين بعدي آية نقطة منه عن النقطتین (۰)7,0 (1.0) يساوي 2. 
۷) قطع مجموع بعدي أية نقطة منه عن النقطتین (1.2)» (1,3) يساوي 6. 
۸ قطع ناقص طرفا حوره الأكبر: (0,3) (3- ,0) والبعد بين بورتیه يساوي 4. 
٩۹‏ قطع ناقص نبايات محوريه النقاط : 
(3,6)» (6,2)» (2 - ,3)» (0,2). 
٠١‏ قطع ناقص معادلتا حوري التمائل له: 2-3 2 - حلا وإحدى بورتيه (2 - ,0) وطول حوره 
الأصغر 8. 
۱ قطع ناقص يمر بنقطة الأصل وبؤرتاه (3,4)» (4- ,3). 
۲ قطع مكافئ دليله ۷-2 ومعادلة عور تمائله 1=× ويمر بالنقطة (5,6). 
۳ قطع مكافئ يمر بالنقاط: (1.0-). (۰)0,2 (1,1) وحور تماثله يوازي المحور . 
)٤‏ قطع مکافی دلیله ۷-2 وحور تماثله 1=× ويمر بالنقطة (5,6). 


رغم رای عثر 


FUNCTIONS OF SEVERAL VARIABLES 


(۱ , ۱۲) الدوال بمتغیرین أو آکثر 
() لاحظ أن حجم الکرة ۷ یتحدد تماما إذا علم طول نصف قطرها » وأن الحجم یعطی بالصیغة: 


aa‏ 7- م 


(ب) نعلم أن مساحة الستطیل ٩‏ تتعين بمعرفة طوله ×» وعرضه لا وفق الساواة: 
اند ( ۲۱۲) رح 5 
(ج) 5 حجم متوازی الستطلات ۷ ذمعر وف ادا علست أبعاده الغلارث: 2 و شحدد 
بالعلاقة: 
2۸ ( 2, 3 ) رع ۷ 
ببق ال دوست بالتفصیل الدوال بمتغ واحد «. سنبحث فیما يلي ونعرض خواص الدوال باکثر 


مرن Ei‏ متعر . 


تعریف (۱ , ۱۲) 


الستوي: هو جموعة الازواج الرتبة الحقيقية» من الشکل: (۷,). 
لنرمز لجموعة نقاط الستوي بالرمز * © ءبالتالي فان: 
={(x,y):x 6۳, eR}‏ ۳ 


۳۷۷ 


تعریف (۲ و ۱۲) 
لتکن مجموعة جزئية من *8 .الدالة احقيقية ۶ بمتغيرين «.+ هي: ارتباط بين عناصر جموعتین 


بحيث یوافق کل زوج مرتب: 6 (,) » عددا حقیقیا وحيدا (نرمز له بالرمز («,) 7) ينتمي 
| إلى محموعة الأعداد الحقيقية. 

نسمي 48 بمجال الدالق» كا نسمي مجموعة القیم («,) م الوافقة لجميع الازواج 
اطرتبة ( ,ت النتمية 2 جال الدالة بمديی الدالة. 

غالبا ۳ تتحدد ( ۷ , ×) f‏ صوره الزوج المرتب (ز, :د) وفق قاعدة معلومة. پسهل بو اسطتها 
معرفة القيمة («,) م بمجرد معرفة الزوج المرتب ( ر, ٠)‏ فمثلا: من القاعدة: + 2۰-(«,) > 


نجد:4- (1,2) ا 0-(ابج) 2-0 (34) ۶ . 


1 


شکل(۱ , ۱۲). 


تعریف (۳ و ۱۲) 

الفضاء الاقليدي ثلائی البعد ۸ هو مجموعة کل الثلائیات الرتبة الحقيقية» من الشکل: 
(2,(:) . والذي عرف عليه البعد |48| بين آي نقطتين (, 2 ,)۰4 (وت مر ,ینم 8 
بالصورة: 


2 2 2 ا 
(ر2- وج) + رس )+ رت یت - | ۸ ادن 


۳۶ ={(&,y,2):x 68, 6,2 eR) 


الدوال في عدة متغیرات ۳۷۳۵۹ 


(۲ , ۱۲)محدید نقطة في الفضاء الاقليدي ثلاثي البعد 

ننسب نقاط هذا الفضاء إلى مجموعة من الحاور الإحدائية التعامدة والتلاقية في نقط ة 
واحدة والتي نسمیها بنقطة الاصل (مبداً الاحدائیات). نسمي هذه الحاور بالحور ۲ 
الحور ۷ ۰ الحور ۰2 شکل (۲ و ۱۲). 
تحدد هذه الحاور ثلاثة مستویات إحداثية وهي: 
الستوي 1۷ » المستوي 75 » الستوي ×2 . 
تتطابق نقطتان إذا تساوت إحداثياتبا المتقابلة. 
نقول إن مجموعة المحاور تكون مجموعة مباشرة 
ادا حققت الا ختبار التالي: 


شکل (۲ , ۱۲). 


إذا وقف راصد في اتجاه الحور ج ووضع یمناه باجاه المحور × الوجب ویسراه في اجاه 
الحور از الوجب وحرك يمناه في المستوي ر بالاتجاه الموجب فيجب أن تلاقي يمناه يسراه بعد 
مسح زاوية مقياسها آقل من ”180 ۰ وإلا نقول إن المجموعة غير مباشرة.نأخذ عادة ثلاثية المحاور 
بحيث تكون مباشرة ومتعامدة. تتحدد النقطة ۲ من ۸ بمعرفة مسقطيها 2 على الستوي 1 
واسقط 6 عل الحور 2.. شکل (۱۲,۳). الکن 5 تنحدد بمعرفة مسقطیها ۸ 81 على 
الحورین ,7 على الترتیب. 
إذن تتحدد ۴ إذا عرفا النقاط 
۰۸.6 یمکن أن نرهن أن النقطة 
4 هي مسقط 7 على الحور × وآن 
8 هی مسقط م على الحور 7 . 


0) 


شکل(۳, ۱۲). 


A‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


إذن معرفة مساقط 7 على المحاور الإحداثية كاف لتحديد موضع النقطة 7 في الفضاء ۸ . تتحدد 
النقاط ۸,8,6 على محاورها بثلاثة أعداد جبرية ولتكن ج,:,:د وهي إحداثيات هذه النقاط على 
هذه المحاور. إذن كل نقطة م من ۸ تتحدد بثلائی مرتب من الأعداد الحقيقية من 
الشكل ( 2, ,)۰ نرمز للنقطة ‏ غالبا بالرمز (2, ,)2 .تظهر النقطة ‏ ومساقطها كم 
هو موضح في الشکل(۳, ۱۲). 


اشرت( و ۱۷) 

لتکن (1 جموعة جزئية من ۸ (الفضاء الاقليدي ثلائي البعد). الدالة احقيقية ۶ 
| بثلاث متغیرات 2,,: هي ارتباط بين عناصر مجموعتين بحیث یوافق كل ثلاثي مرتب: 
 ),«,2( |‏ عددا حقیقیا وحیدا (نرمز له بالرمز(۲,(,2) 7) ينتمى إلى مجموعة الاعداد 


اة 


FEND 


f (a,b,c) 


کل 


الدوال في عدة متغيرات ۳۸۱ 


(۳, ۱۳۲ النهایات والاتصال 


Limits and Continuity 


E 


ظ نسمي مجموعة النقاط (, )م في المستوي ۸ والتي تبعد عن نقطة ثابتة (,©)4 في 
هذا المستوي بعدام أقل من عدد ثابت موجب م بالقرص المفتوح الذي مركزه ۸ وطول نصف 
| قطره ۶ (>|4م|-م) . 

واذا حوی هذا القرص نقاط محیطه. سمى بالقرص المغلق (, > م) . 


=|PA| = (x =a) +(y -0( (‏ م) 


شکل(٩‏ و ۱۲). 


بالمنطقة الکر وية المغلقة (۳ >م) . 


(p =|PA|= مل‎ -( +(y -0( +(z -6( ( 


ODES 


AY‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


| تعریف (1 و ۱۲) 
لتكن م دالة بمتغیرین ۷, × معرفة على فرص دائري مفتوح مر کزه (4,0) ۸ (ومن المکن آن لا 
تكون معرفة عند ۸). نقول إن الدالة / تنتهي نحو العدد £ عندما: (6,5)ج+ (7,+) » ونرمز 


لذلك بالرمز: .لح (3,1) 11137 وذلك إذا تحقق ما يلي: لكل عدد () < © (اختياري)؛يوجد 


(x,y ,)اج(‎ [( 


| 083+ بحینگ یک زا 

0< =a +) -b (° > ده‎ ۴ (> ۵ 

یمکن أن نبرهن إذا كانت النهاية 1 موجودة .فانها وحيدة. 

بالمثل یمکن أن نعرف نهاية دالة بثلاثة متغيرات مع استبدال القرص الداثري الفتوح الذي لا يحوي 
مرکزه بالکرة الفتوحة التي لا حتوي مرکزها. 


ملحو ظهة (۱ , ۱۲) 
مجموعة النقاط: ۸ € ( ج, , ) والتي ترتبط متغیرانها بالساواة ( ۷+) “رح ج٠‏ تمثل سطحا 


شکل(۷, ۱۲). 


الدوال في عدة متغدرات AY‏ 


ثظر ية( و۴ ا 
إذا كانت نايتا الدالتين م, م موجودتين عندما: (ط,4) ج ((,) » وتساويان على الترتیب: ۰1,۸۸ 
فان: 

lim (f +g)(x,y)=L+M ۱ 


( ,)اج( ۱۲ ۲ ) 


11۳ ۴ ۰۵( ):۷(<۸۷ 6۲ 


] ۲ , ۷ jab) 


را 9 ۱ 
۳) () ع2 ۷7 . ----( ۷ ز)( ب 11 
۳ ( ۲( )(س) m‏ 


2 لط )اجب( ۱۱ ۲ ) 


lim Jf (X,Y HL <0 5 


) 2 ۲ اج(‎ hb) 


ملحوظة (۲ , ۱۲) 

یمکن التعبیر عن دالة كثيرة حدود / بمتغیرین «,» على صورة مجموع عدد من الحدود 
من الشکل ۶ر“ بن حيث © عدد حقیقی. والعددان ,© عددان صحیحان غير سالبین. كما 
نسمي قسمة كثبرتي حدود بالدالة الکس ية. يمحن البرهان عل أن نباية کثرة حدود عندما: 
(0,0) ج (,) تساوی قيمة کثرة الحدود عندما: »= ×,ط= ( . وبالمثل نباية دالة كسرية 
تساوي قیمتها شرط أن لا تکون نباية القام مساوية للصفر. الامر نفسه ینطبق على کثبرات احدود 


بثللانه متغرات. 


ILE 
نقول إن النقطة (4)0,5/ نقطة داخلية من المجموعة م. إذا كانت مركزا لقرص مفتوح يقع‎ 
بأكمله ضمن 0 وإذا كانت جميع نقاط ى نقاطا داخلية» فإننا نسمي هذه الجموعة بالجموعة‎ 

الفتو حة. 


تعريف (۸ و ۱۲) 
نقول عن الجموعة الفتوحة © التي پمکن أن نصل بين أية نقطتين منها بخط مضلعي (اتحاد لعدة 


قطع مستقیمة) يقع بأكمله ضمن © بمنطقة مفتوحة. 


TAS‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


شکل(۸, ۱۲). شکل(٩‏ , ۱۲). 


اتعریف (: ۱۷) 


لتکن / دالة متغیرین «,:د معرفة على القرص دائري مفتوح مرکزه (0,) ۸ .نقول إن الداله ۶ 
| متصلة عند النقطة ۸ اذا کان: 


11111 2:۷ زر‎ =F (Ab) 


a (‏ أجز ۷۲ عدا 


| وإذا كانت ر دالة بثلائة متغيرات» نستبدل القرص الداثری الفتوح بالكرة المفتوحة 


لتكن / داله بثلاثة متغرات. نقول إن الدالة f‏ متصلة عند النقطة الداخلية (0,0,6) ۸ من 
المنطقة (۰ إذا کان: 
(0.0,6) از < (ج ,۲ 2۶) lim f‏ 
مره (E O)‏ 
من المفيد أن نشم هنا إلى أن نظريات الاتصال لدوال بمتغيرين أو أكثر تتشابه مع ما يقابلها 
لدوال بمتغير واحد. فمجموع وحاصل ضرب وقسمة دالتين متصلتين هو متصل بشرط أ لا ينعدم 
المقام في حالة القسمة. 
(5١١)المشتقات‏ الحزئية 
Partial Derivatives‏ 
لتکن ١‏ دالة بمتغرین ,× معرفة على المنطقة اح 5 بالقاعدة: («,) =f‏ ج ولیکن 5 
بيان السطح الذي تمثله هذه المعادلة في * ۸ . 
ویقطع الستوي ١‏ الوازی للمستوي ۲2 السطح و 8 المنحني المستوي .لتك OP‏ 
نقطتین من المنحني © » ولتکن:(0,«,) ۰۸ (1,0/+ (,) ۸۷ مسقطي 0 وم على الستوي  «‏ 


الدوال في عدة متغیرات ۵ ۳,۸ 


+f 3 3‏ ار 
جهته 6 هو: ۲۳۰01 ۳ الما لد روز 


NK 
۳ ۱ 


51 
سس 


M (x,y, (ل)‎ Ney + ,و‎ 0) 


شکل(۱۰ , ۱۲). 


هاية میل القاطم ۳0 عندما: 0ج-۸ إن وجدت تسمی بالشتقة ابزئية للدالة ۶ بالنسبة 
لتغير ( ونرمز ها بالرمز رورم هي کل قبل ای ابن للمتحتي ا صلل النقطة م پال 
تلسحور «.باثثل يكن آن اقرف الشتقة ابزئية للدالاع بالتسبة للستي ونرمز ها 
بالرمز ور ب وهي تمثل اماس ء للمنحني "© (أثر الستوي ۳ الوازي للمستوي «ند على 


السطح 5) عند النقطة ظ بالنسبة للمحور ×. 


ETE 
لعکن غ ذالة بمتضرین معرفة غل اللطقة الفتوحة ا5ء انعرف الشتقتن لفقي للدالة ۶ بالسبة‎ 
للمتغيرين × و ل عند النقطة((,) ونرمز لما بالشكل: (۲,),/ و( ۲ )اين ل‎ 

بالصورة: 


FT GHEY JF )2 0 


2 ۱ ۱ 

ES ym 3‏ ا د 
( لزه :ا 7 زط : ١‏ لاه كا ۳۹ اله قد اس ت ( ۲ 2) , رع ( ۷ , ٤‏ 
/ : ب 


۳۸۹ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
مال(۱ , ۱۲) 
ادا كن م XY‏ ا STORY‏ 3 فأو جد باست‌خدام التعریف: (2.1) ,گر 
۷ 
(2,1) .ثم آوجد هاتين القيمتين مستخدما قواعد الاشتقاق وتحقق من صحة إجابتك. 


of رم عدون‎ Ro 
ومنه.‎ » Ox کے و وا سد‎ 0 1 _ 


اک Er‏ 3 
0( ان 


)2.1( #-([,7 +2 6 
رد (1 Fa‏ 
2( د )2 Ard‏ جو قل 0 
لاا قا تك E E NEE a‏ ا fi,‏ 
f‏ / 
رش ا ا | 7 ۱ h)—4‏ + 2 )2 £ 
ضربنا بالمرافق بت < سح ,1 ا 
WROBEL ۵2 5‏ 
بالمثلء نجد: 
شك ۱۸۱۱۳ 
J+‏ ور وب 1110 = li, 40 [EET E‏ = (1 01 - 
7 1 2 
2 
2 ك( 
ان EE a o REE‏ يس الات 


r 2‏ ۱ ۳ 2 ۹ ۱ 
EERE E)‏ و ۳ ل ا 
(اختصرنا Kk‏ من الیسط والمقام) 


= lim, مب‎ 


لنستخدم قواعد الاشتقاق لا يجاد المشتقتين الحزئيتين للدالة: 


xX 1‏ 
1 ج ی ا کک X‏ 
+ رل =( رم ۶ فنجله ر @ اا # 
J‏ یا 0 
+ را2 4 كه رز 2 2 
ا / | 


الدوال في عدة متغيرات TAY‏ 


بای I‏ 
لااد( ,ار ننظر إلى ز على أنها مقدار ثابت ثم نشتق 7 بالنسبة للمتغیر ۲ 


مستخدمین قواعد الاشتقاق العروفة لنا بالنسبة لدالة ذات متغير واحد .لامجاد ( 0۲۰۲ , [ننظر 
إلى × على آنا مقدار ثابت ثم نشتق بالنسبة للمتغیر J‏ . 


بت ال(۱۳,۲) 
اود y0‏ پا رای (لملاي EF, UD‏ ۷ص بو از 


ال 
)2xy - ( 0‏ ۱۶ ی ( مورا O‏ ۳ . 
Ox‏ 


dy 
O : of 
بالتال» فان: 1- = (0,1) سے 1= (1,1)_ت‎ 
7ج‎ ) a1 بالتالي» فان‎ 
بثلائة متغبرات جر زر ۰۲ فمثلا:‎ f لنعرف الشتقات احزئية من الرتبة الأول لدالة‎ 


=m, EEE.‏ رن( ور 


/ 
af êf‏ 
اا زج فى تداع 
كل نعرف Oy‏ 02 


إذا كانت دالة ۶ بمتغيرين ,۶ فان الشتقة الحزئية للمقدار ‏ بالنسبة لأحد التخرین تسمى 
بالشتقه الحزئية من الرتبة الثانية» وتعرف بالصورة: 


ق =2 کت ر ات كوا == 
OX‏ 


OX 
Beh د‎ OF) FF 
لت با ما و‎ (2) 5 


رس( 


لا : 
بالثل: دري > 7 


جوم ` 


4 مک والظ ریق العالية تيو القر بوط الو اجب توفرها لقاب الاشاز: 


جه عامء فان: 
5 وله رازه 020 


ان الساو اه 


نظرية (۲ , ۱۲) 

لتکن ۶ دالة بمتغیرین ,2 .ذا کانت الدوال: بر لون لور ارو كرو كز متصلة عن منطقة 
مفشتوحة ص » فإن: بر رح عو لكل عه و 

المشتقات الحزتية لدالة ر من الرتبة الثالثة وأكثر تعرف بشكل مائل»فمثلا 


0 ر‎ of 
فيه 27 > ا‎ 
=f = در‎ 
7 بجا بر اد‎ Ox Ûy ûx 
)۱۳ TI ka 
du Ûu ۷ Ou E 1 و ال رن و لت‎ 
إذا کان: جا 22 »ثم أثبت آن: 0 بو رت‎ 
ا لحل‎ 
2 1+ لنشتق بالنسبة للمتغه × مع ثبات ۷ و 2 » فنجد: ا ی‎ 
Ox y= لا‎ 


لنشتق بالنسبة للمتغير ( مع ثبات 5 و 2 » فنجد: 
وب ميمت زج نس _ 0 


0-27 "(ج- ) 0 
لنشتق بالنسبة للمتغير 2 مع شا 9ے 
نشتق د : ا 4 بات ۸ يي ...۳ 

كت ۴ (ج2- زا جتن 
ê FF HF —‏ ع نت Ou‏ 
۳ ؛ بجد : و ي ڪڪ 
۹ ۳( ج- ل( 2 2 2 


مفال(؛ ,۱۲) 
إذا کان: "( بر +1) ۳( +1) > ( ,۲ کل فأوجد: (0,0) (0:0) ی ,(0,0) ار 


الدوال في عدة متغیرات ۳۸۹ 


ال 


لنشتق بالنسبة للمتخر بر "+0 ۳( +1 ور ( ۳ ا N‏ ل 


و (ثبتنا ۷ )» ومنه: (1- )2۱۸ (0,0)- 2 0 


37 
+"( جرع ]) ۳( 1()1+2- )م د ( نررع) 


3 "+ 1) "(+1)م د رم عا ونه 
0ج ٠‏ التقق 2 الس لیر از (مع ثبات )۰ فنجد: 


OX 


آ بجر 
11 |= 131 2 
(x,y )=mn(l+x 0‏ ج و mn‏ = (0,0)- 5 
EN‏ 


dy Ox 


مشال(۵ , ۱۲) 


إذا کان: ( ×2) s1۸‏ (م + 021 =A sin)‏ (۲, ۰۸۱ فأئبت آن: 20 _ Ou‏ 
1 
ال 
2 


لاحظ آن: ( 2۸۸ )وه (م + 2 ( مع ثبات ۶) 
OX‏ 


AaAcos(aAÃt + ۵( 210) (‏ = 2 (مع شبات 2۶) 
2 


p)sin(Ax (‏ + )هلو “2 4 - - سب توت مع تبات (f‏ 


OX û 


۸22 sin(aAt + p)sin(4x ) 


27 


u الا‎ ٠ 
من الواضح‎ 


ل ۱۲) 
آثبت أن الدالة: ( 7 بر - ”)م نزح ج حقق العادلة: _ 02 1 5 1 
و 7ه و XxX Ox‏ 
ال 
نضع: "1 - ر= س فنجد: ( )م ر = ج » ومنه: 


yp (Ww (۰ = pw )-2y 00 (‏ = ۳ » ادن: 
Ox dy‏ 


+۳۹ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


1 2 

( امود 125 

3 

1 27 

سا ا ( 0۷ _ 1 

1 OY 1 

العم ل 00 ک1 ع 1 (لاحظ Cal jÊ‏ 
1 1 ب( ۷ XO»‏ 3 


مشال(۷, ۱۲) 


ادا کان: ت ‏ 19و] = 4 » فإثبت صحة معادلة لا بلاس: 
X‏ 


O Ou 
(۲,١7 دس‎ - 0 
Ox ûy 
ا لحل‎ 
1 y 
Ou _ 5 55 1 Ou ج‎ ۷ 
0) زر و ”+ »× ر‎ x +7 
ee ۳ 
اشع 2 و مته جك( و۱۱۲‎ 21 27 
oy د + ع‎ (e Fy) 
مشال(۱۲,۸)‎ 
3 
u إذاکان: ۶24 »برع‎ ١ أوجد _ ٭2__‎ 
ûx ûy 5 
ا لحل‎ 
Ou 2 ا‎ ۱ 
0ê ج 7 بن »عر - ڪچ چ چ‎ ۱ 
4 
2 
ب ۸-1 ل اه‎ 
= 0/1 لااحظ أن ل‎ 


الدوال في عدة متغیرات ۳۹۱ 


تمارين (۱ و ۱۲) 
أوجد الشتقات الحزثية من الرتبة الأولى للدوال العرفة كا یل: 


f (= ۲ f (x,y) )لدع‎ +2 (۱ 
۶ ):,((<6 ٩ ۶ روج‎ 
 - ل‎ 


f زر و | | برجم + ]ماد ررم‎ (o 


f ,y)=x ۸ f (x,y) =tan ۲ 
3 
1 رةه‎ I= 437 6 ٠ اع‎ gag لعل و‎ 4 
f وود زج بورع‎ 1 7 fay رل(‎ ty 32ج‎ ۱ 
1 
Fag OE f (x,y,z) 2 ومع‎ [In +y +z )] (11 


٥‏ أوجد (1,2,0) و ۲,2,0 و (1,2,0) ثبي إذا کان: ( +z‏ ها ( م0 


9 ا أن يسم ر 

6 ليق ر. ۳ E O2‏ رآ 
اذا کان. کک + جل = ون واه لس سس وست 

لوا 0 دن تم O‏ رز 


۷ ذا کان: 
۸) إذاکان: له 


4) إذا کان: 


۰) إذا کان: +2 ر+ ردن فأوجد المشتقات الجحزئية من الرتب الثانية. 


۳۹۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 

(۵ , ۱۲) قاعدة السلسلة 
لتکن دالتين it‏ ت واحد »معر فتن بالصورة () م = ۷( =f‏ ر . نعرف دالة الترکیب 
للدالة ۶ مع الدالة م ٠‏ بالشکل: 


(()ع) [<-(:(ع۰8 )= ر 
إذا كانت الدالة ۽ قابلة للاشتقاق عند × وكانت الدالة 7 قابلة للاشتقاق عند( ×) م = 1ءفإان: 
dy _dy du‏ 
du dx‏ :دكن 
سنعمم فیما پل هذه القاعدة من أجل دوال ذات عدة متغيرات. لتكن ۸چ ر دوالا بمتغيرين 
اثنين» من الشكل: ( ,)۸= ۷( نز )ع = ۷(4 داج 


إذا وافق كل زوج ( «, *) من المنطقة ۸ے 2 » زوجا ( ۷,) يقع في جال /ء فان دالة التركيب: 
((3.عد) 2,(< <,عد)ع) z =f‏ تحدد المتغير 7 كدالة بالتغرین ۷ , × مجاها 7 . فمثلا؛ ادا کاد: 
بو مرت بر( )ماد ين مصاع (0) < رل < (X‏ 


7 وت‎ (x 2 ”)مار‎ ( ۳ In(xy 7 ر2‎ (xy 3 2y فإن:‎ 


(The Chain Rule) قاعدة السلسلة‎ 


إذا كان( وي ۴ک چ عصف وتو امات زد وزع ادا كانت الشتقات ار دة 
للدوال 8,7, 7 متصلة على منطقة مفتوحة 0 فإن: 
ou & dv‏ 02 _ 02 
du Ox 0۷ Ox‏ 0۶ 


Oy Ou 0۷ 0۷ ب‎ 


۱۲,۲ 
حالة خاصة 
إذا کان: ( ۲ب مجع ج وتا ( )و = )۲ و CV = h)x(‏ قان: 


0 _ 0 Ou 5 OY 


2۲ 2۵ êv û 
وهذه نتيجة مباشرة من المعادلة الأولى من (۲ ,۱۲ بعد ملاحظة أن ۷ )ا يتبعان متغيرا واحدا الى‎ 


وأن 2 يتبع < ضمنيا نفس التغه و . 


الدوال في عدة متغیرات ۳۳ 


AY, 


إا فة بیس ا ی سس aS‏ 
+۲ چ 


و کان: 8ع م د درو 6 زرو م = 1 فأو حد: 01 ۳ ۰ ثم اثبت ال 


60 Or 
ou _1 0v 
Or r 00 
الق‎ 
الطريقة الآولى:‎ 
: 6,7 يتبعان التغرین ۲ و ۷ وكلاهما يتبعان المتغيرين‎ ۷ , 


7 


وبا مثل 7 


و 


8 RE و ی‎ _ REE اخ ال هه‎ 
20 2 66 220 êr êx êr êy عت‎ 


۱ 2 + زاو 2 
وبالتای: 51116 لالح م “7 ال شل © ست 
( رج (x‏ (* ود ةع) 6۳ 

2260 شید چ 2 

كك - (9 911 ۳-) ۰ دسا سر 

00 03+ (۳ (x+y ( 


04 _ 18 لاحظ أن:‎ 
ûr r 28 


الطريقة الثانية: بالتعويض عن × و 7 با يساويههما بدلالة ۲ و 0 في 


7 اچد کب بر کت ے ‏ (لاحظ آن: شرت ۶ بوي ةع 


۳ ۳ 
بالتالی .فان بلطم الى ال کت و ا 
Or‏ يم 21 


)١؟.١١(لاثم‎ 


آو جح Ou‏ باستخدام قاعدة السلسلة إذا كان: * بو + ° بد ع ,5101 ,6091 y‏ 
31 


۳۹ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ال 


= 2x cost — Ay 5111 = 25121 2051 - 2051 Sint = Û 


Ou _ Ou Ox MO ûy 
Ot Ox Of بق‎ 01 


ف‌سالن ۲۱ ۷۲۷۲ ) 


: و ا ۲ H‏ 3 
ادا کان: ۷۲۰+ يرد چ وکان: برد زر و -< لوقاو جل یاس ستخدام قاعدة السلسلة: 22 


Ou ۷ 
ال‎ 
0g 07 O 82 OF 1 ا"‎ 
جر 2۲ ۰ ۷ + 2 = کپ کے‎ 
Ou 0 Ou Oy Ou ۳ 


ارين (۲ و ۱۲) 


1 رسا . 5 59 ۲ 
١)أوجد:‏ 45 إذاكان: ‏ = ع حيث: 26 ,19 ۷ . 


۲ اوچك؛ du‏ ادا کان: شم د حیث: 382 - 1+ ويح نز: 


dt‏ ر 
i sey, HE «e f‏ 2 - 0 5 
۲اوسد: بت إذاكان: ×= م حيث: 1+ = ×= ,90 جر 
dt‏ 
ع ۲ u‏ 5 7 7 مد ات و 
۵ اوچك: کک إذاكان: بش سحيق: 206051 < ۸ 291111 = 43د 
dt‏ + 
۵) أو جل: da‏ اذا گان رح 7 mn‏ 108 600 لا 
dx‏ 
6 وحن | هه و 
dx‏ % 
۷ آوجد: 2 إذا کان: ' 7ک وت ( وا 3 : 
dx‏ 
۸) آو جد: Oz‏ 3 ۳ ( 1 , ع ۴= < حیت. ر = و ی 7 
"ay‏ 
۲ ۳ 8# 1 
٩‏ او جد: ۱ ادا کات تیا یه وح و 5 ات N‏ 
Ou ۷‏ لا 


۱ ۱ سس‎ E E 
و 0 و ني وج از‎ « 
۰ Oy Ox 


الدوال في عدة متغیرات و ۳۹ 


( , ۱۲) الدوال الضمنية 


The Implicit Functions 


لتکن م دالة بمتغیرین: ۱۲ تحقق المساواة: 0= (ر,x)‏ 7 CNS)‏ 
إذا كانت المشتقتان: © 4 متصلتين داخل قرص دائري مفتوح (لا يحوي نقاط محیطه).وکان : 
ûy ûx ۱‏ 

4 لا یساوی الصفر عند نقطة ( ۲ ,) داخل القرص كفن الساواة (4 , ۱۲) ۰ عندئذ توجد 

2 و 


دالة ضمنهة ۲ قاعدتبا : ( )۳ر = 1۷ » حقق العادلة (5 و ۱۲) ومشتقتها تساوي: 
dof‏ 


د _ - dy‏ (۵ , ۱۲) 
dx @‏ 
Oy‏ 
مثال (۱۲ ,۱۳) 
إذا كان : 0 92-1 *22- ( زر ع) ‏ ل 
فأ و جد: dy‏ 
(x‏ 


دول و اذن استناداً للمساواة (۱۲۵) ء فان: 


of 
dy OX 3 
0ع 9 خ2------ ك2 د مت‎ 
dx Cf 21 ۷ ( 


Oy 
لاخظ أن الشتقیین : -© © متصلتان عل الستوی 2۸ بأكمله لأغيا كثيرتا حدوده وأن القاط‎ 
Oy Ox 
الحققة للمعادلة تمثل دائرة معادلتها: 2+۶1 مرکزها نقطة الأصل وطول نصف قطرها‎ 


يساوي 1 


وأن: © يمثل ميل اماس لمنحنى الدائرة وهو معرف عند جميع نقاط الدائرة باستثناء 
AE‏ 


النقطتین , 4 المحققتين للشرط : 0= ل وهما تقعان على المحور ×. 


لتکن # دالة بثلائة متغرات : ج ,7,۷ محقق الساواة : 
| (۱۲,۷) 


إذا كانت السات : ,2 من الدرجة الأول للدالة کر متصلة داحل کرةمفتوحة ؛ 
Ox: 0۷ ۶‏ 
وكان ا لا یساوی الصفر عبد نقطة (2, ر ,عا داخل الکرة تحقق الساواة (۷ , ۱۴ عندئذ 
2 
توجد دالة ضمنية ۲ قاعدتما : (3.ع+«)م = ج تحقق المساواة (۱۲,۷) بحیث يكون: 


of 32 


Uz 2‏ 
مثال (۱۳, ۱۲) 
إذا كان : 1<0- ”+ رجا جر اوعد (۱۲,۸) 
فاو جد المشتقتين : 2 6 
ûy ûÛx ١‏ 


مق کر ووک وسک اکال کا 
Oy Ox‏ 02 


O ج 7 3 لمع‎ )( 
0y of 2 


لاحظ أن الشتقات الحزئية من الرتبة الأولى للدالة ۶ هی کثبرات حدود وهی متصلة على 
7 الفضاء الاقلیدی ثلاثی البعد بأكمله. 


الدوال في عدة متغيرات ۳۷ 


لاحظ أيضاً أن العادلة (۱۲,۸) عثل كرة مرکزها نقطة الأصل وطول نصف قطرها 
الوحدة . من جهة آخری فان : 0- 2 یوافقها نقاط الداثرة 1= *+ ”× الواقعة في الستوی × 
وعند نقاط هذه الدائرة الشتقتان: 22 2© غب 


مثال (۱ , ۱۲) 
إذا كانت العادلة: 11= *(5- ج × » تعرف دالة ضمنية من الشکل: ( ,»)۴= ج 
مشتقاعبا ا رة موجودة ومتصلة فأوجد: © 02 . 

Ox ûy 
الحل‎ 
۶ لنکتب العادلة على الشکل: 11-0- "رود ج ۲ زع وي‎ 
0 من الملاحظ آن: = ,ر20‎ 


Ox ay 
f 
ا دب سس مت شش = ل (() عع عز)‎ 
a, of x X 
0 
of 
Oz Oy 20y 0 
+ £0 لاس اباب اند مس‎ 
0ق ي سح کی‎ 
Oz 


مثال (۱۵ , ۱۲) 


إذا كانت العادلة: ( )مء ر-1ع ”ر ء تعرف دالة ضمنية من الشکل: () = ر 


مشتقتها موجودة وم متصلة فأوجد: 2 
5 


الحل 
لنكتب العادلة عل الشکل : 1=0-( رصنو ×+ رد(ر,x f‏ 
من الملاحظ أن : 


2x sin(xy J +X * COS(XY (١‏ س 
Ox‏ 


a - 39 د‎ COS(XY (۲ 
OY 


#2 0 : لکن‎ 
dx 2 
ûy 
۳ Sm 
dy __ 2× SIn(xy ( +1 7۱۵۵ ا 0 لفك‎ 
dx 3y” + )وم عر‎ ( dy 


مثال ۱۷ ۱۲) 


ادا كانت المساواة : 1ح 605 2+ 2 5مك x cosy +y‏ 


تعرف دالة ضمنية من الشکل : («, )۳ = ج مشتقاتها الحزئية موجودة ومتصلة ‏ فأوجد: 


ال 
تکتب العادلة على الشکل: 


 ) ۰۷:2 ( 2۲ cosy +39١ جومت‎ + 6092 -1 0 


لکن : 2 05 + ۷ 5117 - = كر ۸ Sin‏ و جيوة_ كك 
ûy‏ 1 
Of‏ 
+ 2 811 اح = 
02 
بالتال» فان : 
72 + 810 2- ج02 51۳807 ج- ترومن 02 


جن 


5 1 : 
Ox —y 51112 +COSX Oy —y 8110 2 + 


الدوال في یله متغدرات 


)١‏ آوجد ۰4 فیا یل: 
0/1 ۲ 


x+y” رف‎ 20 ) 

ن) 0<( ۳ +in(e” +e‏ بور +1- 
ج) 220 - + ترجه EF‏ بر 
د( ۲/۷ y =x‏ 


۳ 
ه) 0= + 6۲+ 


۳۹۹ 


( الدوال السابقة يعرف كل منها دالة ضمنية من الشکل ( »)۴ - « مشتقتها موجودة ومتصلة) 


۲ آوجد ۰9۶ 22 إذا كان : 
وه آذه 
هس فقس له 
8 اک اير 
25 9 4 


ب) 1= چ+ جع نو ر “× 


7 ج 2 ت‎ 
۷ Ln(xy)+z =2 د)‎ 
zsin “(x +2y)—7 ۲ =2 ه)‎ 


zsin(x* +y*)=3 و)‎ 


( المعادلات السابقة تعرف كل منها دالة ضمنية من الشکل: («ز, »)۳ = 2 مشتقاتها الحرئية 


من الرتبة الاول موجودة ومتصلة على منطقة 5) . 


(شمم (شالمك عر 


المعادلات التفاضلبة الخطبة من الرتبة الأولى 
THE FIRST ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS‏ 


یک f‏ دالة دمتعر و احل 76 معرفة بالمساواة ات او زا من الواضح آن 
مشتقتها الأولى '.رء تساوي 67 - '«. المتغير غير الستقل , والذي يتبع في تغيره المتغير 
المتعل << بالعسةدى رطان بللساواه : وري اتطلق عل عله الماد : بالعادلة 


التفاضلیة. 
بتک عام : أي علاقة تربط التغیر الستقل × والتغیر ‏ التابع له ومشتقات ( 
الختلفة » ومن الشكل : FENN: ETT e‏ 


تسمی بالعادلة التفاضلية من الرتبة ۸ » و 7 هو رتبة أعلى مشتقة في هذه العادلة. 
فمثلا: 2 بر - + ”ر »هي من الرتبة الأول . 

والمعادلة ×= +" «2 +" نر هي من الرتبة الثانية. 

اهت‌امنا هنا یترکز على العادلات التفاضلية من الرتبة الاول. 


تعریف(۱ , ۱۳) 
حل العادلة التفاضلية من الرتبة الأولى ومن الشکل :0=( «, ,)۲ 


هو إيجاد جمیع الدوال من الشکل : () م- « والتی تحقق هذه العادلة . 
نسمي مجموعة حلول العادلة التفاضلية »با لحل العام فا . 
سنطلق فيا يل على « قيمة الدالة ۶ عند × بالدالة تجاوزاً و للتسهیل. 


° تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


مثال ۱ ۱۳ 
برهن أن : (2 ل =e > (x‏ 3 » حل للمعادلة التفاضلية : م y+ y‏ 


الحل 
من الواضح آن: *ء+(2+ ب *#-='ر. بالتعويض عن ر و " با يساوعها في 
العادلة التفاضلية » نجد أنا محققة. لاحظ آن: 
HE TG FASE‏ و( رد)7 مات EY‏ 
٠١, ١(‏ ) العادلات التفاضلية القابلة للفصل 
The Separable Differential ۹‏ 
الشکل النمودجی هذا النوع من المعادلات »هو : 
ومو قوق للقي ۱ 
dî h(y)‏ 
وهده تکتب على الشکل: ج( )و = ۵( )۸ 
لنفرض أن : )ی ور )م قابلتان للتکامل . 
بتکامل طرفي العادلة السابقة ‏ نجد : جل( ) ع ] = ۸( ] 
أو : H(y)=G(x)+e‏ ل :© تاس اختياري) والمعادلة الأخيرة تعر ضهنا عن /( كدالة في 


المتغر × . والمتغير لا يمثل حل العادلة التفاضلية وهو يتبع دوماً ثابتاً اختيارياً C‏ 


)۱۳,.۲( UZ 
. )0,1( حل العادلة التفاضلیة: ۲-2-1( .ثم آوجد الحل الخاص الار بالنقطة‎ 


الحل 
لاحظ أن : ©  ,۰-‏ بالتالى فان العادلة تكتب على الشكل : 


x 


سس مس vdy‏ ....(متفصلة المتحولاات) 


بتکامل الطرفين » نجد xd‏ |- - هرل ومنه . مسرت سرت 


( © ثابت اختیاری). 


المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأول ۶۳ 


بالتالي» فإن: ع2 - ×+ ”ر هو مهن وه وه ل العاع) 

لإيجاد الحل الخاص ۰ نعوض عن إحداثيي النقطة (0,1) في ال العام » فنجد : 
2٤‏ = 1ے > -م. بالتعويض عن © بقيمتها في الحل العام نجد : 

1= * + × . وهي تمثل دائرة مركزها نقطة الأصل وطول نصف قطرها الوحدة . 


مثال (۳ , ۱۳) 
حل المعادلة التفاضلية ۰ tan ۷ 3 - Û‏ + و X cos”‏ 
ا 


ا لحل 
لنحاول وضعها على الصورة : ۵( ) 2= ×( :)م 
من الممكن أن نكتب المعادلة على الشكل : 
x cos” ydx =—tan ydy‏ 
نقسم طرق المعادلة على ¥ 08 » فنجد : 


XdX ر گے‎ = —sin y (COSY ( dy 
COS” 7 
(sin y للا حظ أن مشتقة ما بين القوسين في الطرف الثاني هو‎ ( 


بتكامل الطرفين نجد: 


ات (095). 2 ىل 
xax =| (cosy) (sin y )Jdy‏ | و ا ا د ادن 
2 2 
37 31 | 
رات د << 20+  -__‏ 
(COS ۷ (‏ 


(۲ ,۱۳) العادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأول 


الشکل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى » هو : 


( و( 


حبت ۲.0 دالعان متصلتان على الفترة (a,b)‏ 


ءءء تطبیقات في حساب التفاضل والتعامل 


الحل باستخدام عامل التکمیل: 
أ) لحل المعادلة (۱ ,۱۳) نبحث عن العامل 4/ والمسمى بعامل التكميل والمعرف بالصورة: 


1 لوب نز E)‏ 
ب) نضرب طرف العادلة (۱ ,۱۳) بهذا العامل فتصبح على الشکل : 
( )۵ - ( ج(ع)ط + وير 0 
من الملاحظ أن الطرف الأيسر هو مشتقة للمقدار ۸۸ » بالتالي فان المعادلة (۱۳,۳) تكتب على 
الصورة : 
01 4 
( لبر ع<( یراس 
dx‏ 
بتكامل الطرفين » نجد : 


LY = | OC (6 +c‏ ( © ثابت اختياري) 
وبتقسيم الطرفين على // ۰ نجد : 
0 


مثال (5 , ۱۳) 
حل العادلة التفاضلیة: "مح + 
ثم أو جد الحل الخاص الار بالنقطة (0,1) 
أ) لاحظ آن: 1= ( ۲)۲ » بالتالي فان ۸۸ »يساوي : 
ب)لاحظ أن : مح (») 0 إذن : 


|] م‎ Jax = | "e "dx = [a E: 


(j 4O dx +e) واستنادا للمعادلة‎ 6 


رس و مدع +e)‏ + 1 ۱ 2 ثابت اختياري) 

۳ 
الحل الخاص: من اللاحظ أن النقطة (0,1) تحقق العادلة السابقة » إذن: 1-6 ۰ بالتالي فان الحل 
الخاض هو : (1+ ۲ 7 مح ر 


العادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى 


مثال (۵ , ۱۳) 
حل المعادلة التفاضلية : (x <0( xXxy'+y =xe”‏ 


تسیل 


العادلة ليست على الشکل النموذجي . لنقسم طرف العادلة على × » فنحد : 


باب ۱ ۷ 
87> رح أو 
5" 
آ) من اللاحظ آن : ےک » بالتالى فان : 
۳ 


| 
jaar‏ 
م و ای - ور 
ب) لاحظ أن : *-م- (2) 0 ء إذن : 


| م‎ r= [xe "dx 
.بالتالي فإن:‎ ۷ =X لنكامل بالتجزیء : لنضع 70 مع ال‎ 


رتت 


ع- < ۰۷ < ۷ .ادد: 


xed مود‎ - 1 =” + |e “ax مس * ع‎ * 


ج) فالحل الطلوب : 
1 1 
(ع+*م- * (xe‏ ==( + (:) 0 بر |) 2 = 3 
13 لل 


" 1 


مثال (5 و ۱۳) 


جل العادلة التفاضلية :1 


y'sinx + 2y COSX =— 
Sin x 


ال 


نقسم طرفي العادلة على 51113 فنجد: 


2 6 ۲ 0 1 


51113 sin xX 


1 ۱ ۰ من imi‏ ر a a‏ 
2 عامل التکمیل : Sin” x‏ چ 30 0 ب ( دا )كي ے SIN X‏ م = لم 


(۵ و ۱۳) 


۰ ۶ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(لاحظ عند تکامل الکسر : 2۳*۴ أن البسط مشتقة للمقام ) 


۹11 3 


(فرضنا أن :0 < «منی ونحصل على نفس الحل إذا كان : 0 > «وزه) 


ب) لا حظ أن : sin x x =x‏ = م مر | 


sin” x 


ج)إذن الحل .هو : y - (f200:)+e)‏ 


Te 1 3‏ 
(۵+ )2 “عو < وع-+ (x‏ - ( لاحظ أن : چ موم ( 


بت ۰ 


117 XxX SIN ۲ 


حل المعادلات التفاضلية التالية : 


۹60 6۲ ' = CSCY ۲ sec” xdx ول ”مس‎ =0 )١ 
3 5 Ey 

x(l+y)dx —(1+x 6۷ ۶ 1 5 a ۳ 
چ‎ 

x tan y =1 (٦ xy dx +e” dy =0 (o 


+tanydy =0 )6 Je dx =(4+e* dy ۵‏ عور x cos”‏ 
٩‏ حل المعادلة التفاضلية التالية :”>= 'ر »ثم أوجد الحل الخاص الار بالنقطة (0,ع) 
حل المعاد للات التفاضلية التالية : 


۰ ۳3 
۰( مح[ رود © ۷۲ 4ع« دب بر 
dx dx‏ 


1( 1= + دب ۳( ×1۳ 2 ر dy‏ 


01 xX 0 


6 حل المعادلة التفاضلية : 4۲+ «2 <" ر ثم أوجد الحل الخاص المحقق للشرط 


. 0)0(- 1 


(شمن ((بر عشر 


المعادلات الوسيطية والاحدانبات القطبية 
PARAMETRIC EQUATIONS AND POLAR COORDINATES‏ 


(۱ ,۱6) المنحنيات القطبية 


The Polar Curves 
(Polar Coordinates) الإحداثيات القطبية‎ 
نعلم أن النقطة م في الستوي الديكارتي تتحدد‎ 
.),1( بزوج مرتب من الأعداد الحقيقية‎ 
سنعرض الآن لطريقة آخری لتحدید هذه‎ 
النقطة. لتكن 0 نقطة في المستوى ندعوها‎ 
بالقطب (أو نقطة الأصل) ولنرسم في هذا‎ 
المستوى نصف مستقيم سوجح ا‎ 
.)۳۵1۵7 بالمحور القطبي) (15<ة‎ 
)0 لتحديد أية نقطة م (لا تنطبق على‎ 
في هذا المستوى (ندعوه بالمستوي‎ 
0 القطبي).ندیر المحور القطبي حول‎ 
زاوية موجهة قیاسها 8 حتی ندر له‎ 
النفطة ونس اة الرعة الحا‎ 
لاتجاه عقارب الساعة أو الجهة السالبة).‎ 


كل 1 


* ۶ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


إذا كان (5<0):-إم0]| ۰ فإن الزوج الرتب (0 ,) كاف لتحدید النقطة م . وهناك عدة طرق لتحدید 
هذه النقطة فمثاد: ).2م تتحدد كا ف الشکل (۱ ,۱6). إذا اعتبرنا 0۳ عورا موجها وافترضتاء 
هو إحداثي النقطة على هذا الحور فإنه يمكن للعدد : أن يأخذ قییا موجبة وقيما سالبة وفي هذه 
الحالة فان نظیر النقطة: (0 ,001 بالنسبة للقطب 0 هي النقطة (۲,0-)'م. لاحظ أن النقطة p2,‏ 
تتحدد آیضا بالصورتین التاليتين: ۱ 


و 
سس تام م 
٣ 3‏ ن 1 p2,‏ © 


© | دا 


شکل (۱۶,۲) 


(۲) العلاقة بين الإحداثيات الديكارتية 
والإحداثيات القطبية. 
يمكن أن نستنتج من الشكل (۳-۱4) أن: 


ONE, شک‎ 


العادلات الوسيطية والا حدائیات القطبية ۹ ۶ 


y=rsin Û x=rcos 0() 


رب) = tang‏ « و ب × دم )1 Cf,‏ 
xX‏ 


کا یمکن آن نثیت صحة العلاقات ق (۱ ,۱6) عندما یکون 00 حورا موجها وتأحذه 


مثال(١,5١)‏ 
اكتب المعادلات التالية بالشكل القطبى: 
(۱) 27-0 - 2+ نر (۲) + + ر بت 0 


ax+by=ce )۳(‏ (0 عوع)ء ,۸ لا تساویان الصفر معا. 


ال 
 )۱(‏ بالتعویض عن قيمتي × با يساويها من العلاقة (۱ , ))١5‏ نجد: 
0- 2۳0050 - 7۶ وبفرض ۰۲۶0 فان 60906 2 - ۲ 
لاحظ أنه بالتعویض عن 9 بالقيمة > نجد 0 » إذن: 
060 - نرج 0 -  -27‏ + × ج 1= ر + 2-1(5) 
وهذه معادلة دائرة مر کزها (1,0) وطول نصف فط ها الو حدة. 
(۲) بالل فان العادلة | لقطبية للمنحنی: ”ر + ”×= 2(2بر- ۳) هی: 
“م - 0۴ sin”‏ 0-۳۶ ومع cos” 2 -1  (F*‏ *0(7 ع (r‏ + 
COS 20 cos” 20‏ 
من الملاحظ أن نقطة الأصل هی حل للمعادلة الديكارتية ولا یظهر في الصورة الأخيرة 
للمعادلة القطبية. 
(۳) المعادلة القطبية للمنحنى هناء هی: 
ع - pbsin@)‏ + 0و۵ )۲ + 


وهذه معادلة مستقيم لا يمر بنقطة الأصل. 


r= 


۷ 


0 o 
6 دوجو‎ 


١ه‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


المنحنى القطبى 
نسمى مجموعة النقاط (0 ,:) في المستوي القطبى والتى تحقق المساواة التالية: 


(Eg) ۲ = 1)0(‏ 
ببیان العادلة القطبية أو المنحنى البياني للمعادلة القطبية (۲ و 6 ۱). فمثلا العادلة: 1 = ۲ تمثل بیانیا 
داثرة مرکزها القطب وطول نصف قطرها الو حدة. 


تعریف (۱, ۱5) 


نقول إن النحنی البیانی للمعادلة: (1)0 = ۲ متهاثل بالنسبة للقطب ذلك إذا تحققت الساواة: 
CVE ])0 + r) = f(0)‏ 


هذا يعني أنه إذا كانت النقطة (0 ,:) من نقاط المنحني» فان النقطة: (0+,:) هي أيضاً من نقاط 


النحنی» شكل (5 و٤‏ ۱)(). 


تعریف (۲ , ۱) 
نقول إن النحنی البياني للمعادلة (۲ و ۱6) متناظر بالنسبة للمحور القطبی ذلك |ذا تحققت 
المساواة: 

NE, f) 0( = f(0) 


هذا يعنى آنه إذا كانت النقطة (0 ,۲) من نقاط المنحنىء فان النقطة: 
(0-,1) هی آیضا من نقاط المنحنی» شکل ٤(‏ و۱) (ب). 


تعریف (۱,۳) 
نقول إن المنحني البياني للمعادلة (۲ و ۱) متناظر بالنسبة للمحور نا (العمودي على الحور 


القطبي)» ذلك إذا حققت الساواة: 
 10-0( = 1)0(‏ أو الساواة: (1)0- = (0 -)] (ه ,ع۱) 


العادلات الو سيطية والاحداثيات القطبية 17 


هذا يعني أنه إذا كانت النقطة (0 ,۲) من نقاط المنحني, فان النقطة (5-0,:) أو النقطة: (0-,-) هي 
آیضا من نقاط النحنی شکل (؟ , ۱۶) (ج)). 


P(r,O) 


P'‘(r,.r+0) 


رأ( 
(ب) 


P' (-r,-0) أو‎ P'(r,r—O) ب‎ 


رج( 


شكل (14,4). 


شکل (۵ , ۱4). 


ليكن 2:۷ ۰ الحورین الا حدائیین الناشتین من الحورین × بدوران حول الحور * بزاوية 
قياسها 0 کا هو موضح في الشکل ٩(‏ ,۱). 
لیکن 1,7 متجهي الوحدة الحمولین على الحورین الجديدين» ولیکن [ ,1 متجهي 
الوحدة الحمولین على الحورین القديمين .× . بفرض آن: (1)0 = ۲ العادلة القطبية للمنحني © وآن 
(0 ,)م نقطة منه. فمن المکن آن نکب : 
7 = 7 (: إحداثي م على الحور م0) 


العادلات الوسيطية والإحداثيات القطبية ۳ 


ل یاهب 1 CVE‏ 
d0 0189‏ 48 
لكن : I =cos@i +sin 6 j‏ 
بالاشتقاق نجد: j‏ 50م + 07صنو - حك 
لک وی + :0 510- ح J‏ 
47 
إذن: وس 
تكتب عند ذلك (1 5و )١5‏ على الشكل: 


فللمتجه '(00) الاس للمنحني © عند م مرکبتان على المحورين 2,۷ هما 1',1. فظل الزاوية ۵ التي 
يصنعها هذا اماس مع م0 تعطی بالصيغة: 


۲ i 
)۱٤,۷( (F عد‎ )0( ۲ 


(The Graph of a Polar Equation) بیان (منحنی) معادلة قطبية‎ 

لرسم بیان آي معادلة قطبية من الشکل: (۶-100» نبحث خن: 
(۱) جال الكافي لرسم النحنی؛ ولنفرض أن ۲ موجودة على هذا الجال. 
(۲) التناظرات المکنة لهذا المنحنى. 
(۳) إخيارة الختقه الأو اتمم متها سارک« من فزایذ رفاس 
(5) الزوايا 4 المحددة بالعلاقة: بك - tanp‏ عند بعض النقاط اليزة وفيا يلي نقدم الطرائق لرسم 
بعض المنحنيات من خلال الأمثلة التالية: 
مقال (۲ ,۱6) 

ارسم المنحني التالي المحدد بالعادلة القطبية: 
0 , (0 60۵+ ۵)1 = (منحني القلب) 


2 + تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ال 
)١(‏ المجال الكافي لر سم المنحني هو الفترة [7:-] 
(۲) المنحني متناظر بالنسبة للمحور القطبي لأن: (1-0-(1)60 ٠‏ لذايكفي رسمه على الفترة 


]0,7[ 
۱ ع 0 +1 م 
(۳( الملدحظ أن: لس = د lands‏ 
فك 0 - r"‏ 7 
0 ۳ 
]نج < ب 3 مس اس 
2 


0 8 ار‎ 
ASIN - 05 
7 7 


(6) دراسة إشارة المشعقة: 
من اللاح .ظ أك 0 << ام وان ا خب حت جورت 200:8 . وإشارتها كما هوواضح 
سالبة دوما على الفترة (0,5): نلخص ذلك في الحدول التالى: 


1 د 0 0 
2 
0 - 0 ۳ (إشارة المشتقة) 
0 لد 23 7 (سلوك :من تزايد وتناقص) 
كت 5 (قیم 4 عند بعض النقاط) 
1 ۲ 2 9 فيم ٩‏ عند بعضص 
5) الرسم 


شكل (۱ , ۶ ۱). 


العاد لات الو سيطية والا حدائیات المقطسة 3 ۱ 4 


)۱,۳( مثال‎ 
:(Sketch the polar curve) ارسم المنحني القطبي‎ 


0 , ۲-20 (حلزون آرخيدس) 


ال 

(۱) النحني متناظر بالنسية للمحور ‏ لأن:  -860(‏ (80-0 لذا يكکفي رسمه عل الفترة (0,00] 
ثم أخذ نظير الجزء الناتج بالنسبة للمحور ۷. 

(۲) دراسة اشارة الشتقه: 

من الملاحظ آن: 0 جر وا E‏ ومنه بظهر الحدول التای: 


0 0 0ة‎ 
9و‎ 3 
r 0 2 00 
tan 10 = ¢ 0 


1 
لاحظ آن 4 تزداد من الصفر حتی م عندما تزداد 0 من الصفر وتنتهي إلى ما لاغباية. 
(۳)الرسم 


شکل (۱6,۷). 
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)۱6, ٤( مفال‎ 


امحل 


r = 1)6( = sin(40) ارسم النحنی:‎ 


(۱) من اللاحظ أن: (0)/ = (۶)۵+2 


هذایعنی أن النقظة ( +۸00 تنشأ من النقطة (0 ,002 بدوران حول 0 بزاوية قدرها . إذن 
لو رسمنا از ء من المنحنى الموافق للفترة 0,71 ثم قمنا بعملية دوران لهذا الجزء حول 0 بزاوية 
قدرها 7 لحصلنا على نصف النحني. وباجراء هذه العملية بعد ذلك مرتين متتابعتین نحصل على 


(۲) الشتقة الاول: (04040ع 4‏ ۲ 


تنعدم المشتقة على الفترة: [,0] عند النقاط: 


اب موق 
58 8 
وبملاحظة أن: (40 مف ل - اك 55 
4cos40) 4 ۱‏ 
فان جدول |شارة الشتقة يظهر على الصورة: 
2 358 7 
2 8 4 8 
+ 0 2 4 2 0 
0 7 1 لد 0 لد 1 7 
î 3‏ 
1 سب 1 ان 
2 2 
الماسات عند بعض النقاط المميزة: 


()عند النقطة (0,0): الماس للمنحني يمس المحور القطبي. 
(ب) عند النقطة ,0 : الماس للمنحني عمودي على المستقيم ا 
(ج) عند النقطة 0,7( : المماس للمنحنی يمس الستقیم د 9. 


المعادلات الو سيطية والا حدائیات القطبية ۶۱۷ 


317 و‎ ۳ i gE erey 


(ه) عند النقطة (0.2) : الماس للمنحني يمس الحور ر (انظر الشکل (۸, .))١5‏ 


بإجراء عمليات الدوران الموافقة» نجد الشكل التالي: 


شكل (۱4,۸). 


لاحظ أن المنحنى مت‌اثل بالنسبة للمحور القطبى لأن: 
(160- - (قع)) ومتائل حول الحور ن لأن: (۴)0- = (1-0 . وب| أن نظم النقطة (0 ,۲) بالنسة 


للمستقیم 0-5 هي النقطة (7,5-6) وأن (0) ۶ = (0- ۶62 فان النحني متناظر بالنسبة 


بیه . ۸ 
للمستقيم: E‏ 


مت تال( )١‏ 


ارسم المنحنى: 30 sin‏ = ۲ 


۸ ۷ ۶ تطسقات ف حسابت التفاضل والتکامل 


سل 
)١‏ من الملاحظ أن: (0)/ =( +0)/ » إذن يكفي رسم المنحني على الفترة 0 فنحصل 
على الجزء ره من النحنی. بدوران ره حول 0 بزاوية قدرها 2 لحصل على الجرء الغانی وبتکرار هذه 
العملية مرة آخری نحصل على النحنی باکمله. لاحظ أن النحني متماثل (تناظر) بالنسبة للمحور ل 
لأن: (10- -(0-)1» وهذا السبب يكفي أن نرسم الجزء الأول وأخذ نظيره بالنسبة للمحور ۷ 
للحصول على المنحني بأكمله كا سنلاحظ فيا یلی. 

۲ )المشتقة الأولى:30 3004 = ۳ 


بملاحظة أن المشتقة تنعدم عند: ده 12 وأن: 
ا ےی 
3 300536 


فان جدول إشارة الشعقة يظهر على الشكا : 


27 7 7 7 و ]و 
3 2 3 6 
3 + 0 - 3- - 0 + 83 | ۲ 
0 7 7 لد 0 لد | 7 0 | ۳ 
1 ۹ 
0 دل 0 
2 ‌ 2 و 
(۳) الرسم: 
١‏ 
۹ 


.)۱6, ٩( شکل‎ 


المعادلات الو سيطية والاحداثيات القطبية 208 


خالل (E‏ 
ارسم المتحنى : 28و = ٣‏ 


ال 


4 0 لد ع مر 
تخل عل النحنی 060ل  -‏ مر المتحتى 0 - م بأخذ نظيره بالنسبة 
للقطب 0. 


لثر سم إذن المنحني: 0 ۷+ دم - (6) 1 
۲ من اللاحظ آن: (1-0 = (1)0 فالنحني متعاثل بالنسبة للمحور ×. یکفی رسمه على الفترة 
1 -](0 > 0920ع) . با أنه متمائل بالنسبة للمحور × فیکفی رسمه على الفترة 0 


۶ 511260 2- 5 
۳( غ اللاحظ آن: سس = ۳ |ذن: 0= > 9-0 
سن 0 2 


من جهة آخری» فإن: هه ام کد ج 0 » ومنه نحصل على الحندول التای: 


2 
3-5 0 0 
4 
6- : 0 ۲ 
۸ لد 1 ۳ 
7 
1 و 0 
گت وهم | 
0 ۳ 


6 المارسات للمنحنی عند بعض النقاط المميزة 
(1) عند النقطة (0.1) الاس عمودی على الحور *. 


(ب)عند النقطة (,0) المماس ینطبق على الستقیم “=0 . 


2 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


شكل (۱2:۱۰): 


The Parametric curves 
لتکن 1 و ع دالتين معرفتين على الفترة 1 وقابلتين للاشتقاق على هذه الفترة. نسمي مجموعة‎ 
المعرفة بالصورة: (۵)۱ كت 2ع رزاع بالمنحني الوسيطي.‎ (x,¥) كل الأزواج ال مرتبة‎ 


لرسم بیان هذا المنحني» نبحث عن : 

)١‏ مجموعة قيم الكافية لرسم المنحني. 

)2 إشارة المشتقتين ۴ ,ع ونقط انعدامههاء ثم نحدد سلوك المتغيرين ×> ۷ من تزاید وتناقص. 
۳) التناظرات المکنة. 

€ الستقیات القاربة. 


منال (۷-۱) 


x= )م‎ =F y= 0( “رح‎ 


العادلات الو سيطية والا حدائیات القطبية ١‏ 


الخل 
0 ۰,۷ معرفتان حمیع قیم ]. 
۲ من اللاحظ أن (100- = («-ک ()ع = 0-)ع. هذا يعني آنه لو كانت (لإ,*) نقطة من 
المنحني ©» فان النقطة (ل,-) نقطة أيضاء أي أن © متناظر بالسبة للمحور ۰۷ لذا يكفي 
رسمه على الفترة (0,0] ثم آخذ نظيره بالنسبة للمحور ۷. 
۳ دراسة إشارت المشتقتين 'ع,'؟ 
من اللاحظ آن: 30 = ۰۷ 2 = ابن 
ومنه» نجد الحدول التالي: 


0 


چیه | ۹۰ 
احا | انا 
+ ال | + 
8 8 


زان 


7 
من الواضح أن المنحني متزاید على الفترة (0,0]. 


نحا أنه | اس 


8 


ملحوظة (۱ ,۱۶) 

عند البحث عن النقاط التي یکون عندها اماس موازیا للمحور السینات نبحث عن النقط 
انعدام 'ر (شرط أن یکون 0 ± ). 

وعند البحث عن النقاط التي یکون عندها الاس موازیا لحور الصادات نبحث عن نقاط 
انعدام '× (شرط أن یکون 0 ۶ ۲). 


1 


وعند انعدام "× معا عند نقطة معينة» ندرس نهاية المقدار - 


تصرف خل یشم ت 


ملحو ظة (۲ , ۱) 
نعلم آن: 


A A1‏ ةمه 
x‏ ار dN‏ عرو dix‏ “ير i dx‏ 


او[ ۲ 0 1 - ۷ 1 


3 ي 


للحت عو نقظ الاتقلاب» تيرس إشازة القدار - ونقط انعدامهء ثم نحدد تبعا لذلك نقط 
9 

الانقلاب إن وجدت. 

ففى مثالنا: 


*1- 6 _ راب رود _ زره 
dx x 277‏ 


و 
#0 ” ۳ 


فالمنحنى محدب (مقعر نحو الاسفل) على الجموعة (0)-8 ولا يوجد نقط انقلاب له. 
0( من اللاحظ أن 7 منعدمان معا عند 0 -] . ومن الساواة: 
2 .2 ۷ے dy‏ 


حل أن: 


إذن اماس للمتحتى عند النقطة (0,0) یوازی الحور ر 


(۵) الرسم 


شكل (۱۱, ۱۶). 


المعادلات الو سيطية والاحداثيات القطبية e‏ 


مشال (۱۶,۸) 


۱ 0 
0< عن 7 
7 2511 ع ۷ 


الحل 

0( يكفي لرسم النحنی أن تأخذ ] محموعة القیم: [7:7-] . 

۲ من الملاحظ أنه عندما تستبدل ا بالقيمة ؛- في معادلتي المنحنى» نجد أن (۷,*) تستبدل 
بالنقطة (لإ-,×+) » هذا يعنى أن النحنی متناظر بالنسبة للمحور *. تما نستبدل ؛ بالمقدار )7ع 
کا النقطة (۷:) دل بالنقطة x‏ » هذا يعنى آن المنحنى متناظر (متاتل) بالنسية 
للمحور ‏ إذن المنحني متناظر بالنسبة لنقطة الأصل. ۰ ۱ 


يكفي رسم الجزء الواقع في الربع الأول الموافق للفترة 2 . ثم أخذ نظيره بالنسبة 
للمحور × وأخذ نظير القسم الناتج بالنسبة للمحور ا للحصول على المنحني بأكمله. 


۳ المشتشة: 
x' = -33 009 sin t‏ 
y' = 3a sin t cos ۱‏ 
tan‏ ووم O‏ )۸, 1£( 
xX‏ 


(0 زاوية اماس للمنحني مع الحور *) 
جدول اشارة المققفة الاو" 


نی 
> 

| 
ت 


4 3 


هت 
مما | + | لح | 


0 
0 1 


۱ 5ع آم ان 500 ا ا ا نت الى 
من الواضح أن المنحني متناقص عل الفترة ]0,7[ ویمس الحور ‏ عند النقطة (2,0). 
وأيضا يمس المحور ز عند النقطة (0,3). 


aA:‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


قيعي اد (بالاستفادة من (۸, > ۱( 


dx 2 ۳ 
- 50 1 58606 f 


“cos rsint 3sint 


فالمشتقة مو جبة على الفترة 0.7 والمنحني مقعر على هده الفترة. 


نرسم الجزء الواقع في الربع الأول ثم نأخذ جمیع التناظرات الممكنة» فنحصل على المنحني بأكمله. 


)4-١5( مثال‎ 


55 
ارسم المنحني: یس ۳۶( 1 ۲ 


ال 


+ الجال هو: 2 وبملاحظة أن النقطة (۷,) تستبدل بالنقطة () عندما نستبدل ا بالقدار‎ )١ 
في معادلتي المنحنيء فان النحني مت‌اثل بالنسبة للمحور «. يكفي رسم الجزء الموافق للفترة‎ 


المحادلات الوسيطية والا حدائیات القطبية 0 


؟) دراسة اشارة المشتقة 


من اللاحظ آن: 
1-6 دابعو , 22 
بالتالى» فان 
0= “بو x - 0 3>t=0« t=1‏ 
و زه الحدول التال : 
6و3 | 0 
xX 0 + 2 +‏ 
ص 7 ۱ 7 0 3 
5 0 + 1 7 
له 7 Û‏ 
06- تن 
3 ۲ 
tan 0 7 0‏ 
2 3 


على هذه الفترة فان المنحني يقطع المحور : عندما: 2-0 - ۶-3 وغد 
ذلك فإن: 3 = ۸ 0 = × . فنقطتا التقاطع مع حوري الإحداثيات هما: (3,0) , (0.0) من جهة 
اخرى فادن: 
day _ E‏ 
dx (x)‏ 
وشيم o e E‏ 
رع 8 


فالنحني محدب على الفترة (,0). وهو یمس الحور ۷ عند نقطة الأصل . لاحظ أن للمنحني 
E‏ 2 ند اه ا اه 
قيمة عظم محلية = رر ؛ عند النقطة تس 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


1 2 - يز‎ (١ 


1 


ا ا 
۴ (3 ۵+ 63)- < 
585 
3 
و 2 
x) -3( ۷‏ = ۶ (4-) 
)= تو × 


۲ - x27 1 


y=sinx (1T 


.)۱٤,۱۳( شکل‎ 


)۱ ٤, ۱( تمارين‎ 


2 3ق‎ 
aM 5 


y=sin” x (f 


۸) لتب كبر 
× م 
2۰ ۲ 


۲ 


2۵0 بر 


العادلات الو سيطية والاحدائیات القطبية 


nm )۵‏ از 


| سس 
“بن + ] 


۹) ( #۶ - تي شب[ ر 
x=ln(secy) (¥ 1‏ 


x) - 37)۳۴‏ = 2ر 


۶ ۷ 
۳ 
ادر‎ 1 
xX +A 
2 3 
a4” ۳ 
1 
ل‎ ٣۹ 
2 


3 - ماو ما‎ x | (YY 


آو جد النقاط: (۲,۵) حیث: 360 >> 0 والتي تحقق كلا من آزواج التتعتیات التالية 


(نقاط التقاطع) ثم ارسم هذه النحنیات: 
r=sin@ )5‏ , ۲-0090 

7 وو < ۲ , 090 -[1< ۲ 

۲-۱820 , ۲-۶۱ )۸ 

۰ 09 دم , ۲-5600 

r =4-4co828 , r=sin@ ۲ 
1-6 , f= 3560 ۳ 4 

)۲۶3۹-25100 , #مأودم 

۲-6090 , ۲2۶1+ 26090 (TA 

0000 ثم 5 0 = ثم 


ep 1 


ملس ظة: المعادلةة کک 


۵ ۲ ) زو +1 عم , #ومع + اعم 
r =1-sinê , ۲۷‏ 


9) - ۸ ب 2052 = مر 


r=4 , < 2:60 ۱‏ 
. دم , 4-40050- ۲ 
0 - |[ 
6 7 
۲ حمر 
0 + [ 1-102 


۳۹۱۱0 -1 , ۲-2-10۱0 (TV 
r=sinê , 1+21 (۹ 
)دزو ملک , 26وزود ثم‎ 


سس حيث 0 < 7 و 0 <6. تمثل قطعا ناقصا إذا كان 


FP 
I+ecosê 


ا کے 
۵ + | 


1 > ع» وتمثل قطعا زائدا إذا كان 1< وتمثل قطعا مکافتا إذا کان: 1 <ه. 
ارسم كلا من النحنیات القطبية التالية: 


(E ۲ = 2(1 +cos0) ۲‏ و 4:02 - r‏ 6 لثم 


۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


r =sin30 (¥ r= 2e0 > )۱ r = - 1 
r =sin2@ (£۹ ثم‎ =sin40 ) 

0-0001 ثم 1 عم )دم 
2(1—sin@) (oY‏ دم 4ه | + له ۵ ) 30-م 


)ضع النختی التالي بشکله القطبى ثم ارسمه: + و مت و 3 
x=a(t—sinr) )۷‏ ۰ (نومع- )مود بر ( حيث: (a > Û‏ 


x=acoît « y=bsint (OA‏ (حيث: 0 < طبة) 


۰) ضع المنحني التالي بشكله الوسيطي ثم ارسمه: 


ارشاد: ضع: ] 605 X=5‏ 
)١‏ ضع النحني التالي بشکله الوسيطي ثم ارسمه: 
لا م , هم 22 
ارشاد؛ ضع: 1 26097 < × 
ارسم كلا من المنحنيات الوسيطية التالية: 


۱-0-05 «x= 0-۲ 


چ 


ن > 6 >() 


۷ 251۳0 -sin2/) ۰ دعر‎ 0620051-0092 (YT 


af 31 
۷ نسح‎ 4 8 << 3 


: : (٤ 
] +f 1+ + 


رشن (قاس عثر 


الدوال الزائدية 
THE HYPERBOLIC FUNCTIONS‏ 


)٠١ , ١(‏ الدوال الزائدية 


The Hyperbolic Functions 
. ر٠" انطلاقا من الدالة الأسية الطبيعية المعرفة بالقاعدة:‎ 
05 1 50 1 لنعرف دالتي اليب وجيب التام الزائدتين ونرمز فما وعلى التوالي» بالرمزين:‎ 
بالصورة:‎ 


)۱۵ ,۱( 


2 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


من (۱ و ۰۱۵ نجد با همع تارة وبالطرح تارة آخری: 


)۱۵ , ۲( 


(coshx+sinhx)(coshx—sinhx) =e <€ * ام‎ =] 


إذتث: 


x-sinh” x =1‏ ۳ ی 


بالطريقة نفسها التی عرفنا ا بقية الدوال المثلثية (000160160ع111) ابتداء من دالتى اخیب 
و جیب التام» لنعرف دالة الظل الزائدية وظل التمام الزائدية والقاطع الزائدية وقاطع التهام الزائدية 
ایتداء من دالت ایب وجب التهام الزائدیتین بالصورة التالية: 


حیث رمزنا هذه الدوال بالر موز: 


tanh, coth, 66 , csch 


الدوال الرائدية e‏ 


/ 


ا 
yy = SInh xX‏ عم 


شکل (۲ , ۱۵). 


من الوا (, ۱۵) وبتقسيم طرفيها على cosh” x‏ مرة» وعل sinh” x‏ مره آنعرری) 
ل 
l-tanh” x =sech*x‏ 


(Ney 


فوزع وح 1 - ۲ مجلم 


نظرية (۱-۱۵) 


٩۱۳ عو‎ + ¥) =s1inhxcosh y + وم‎ 


cosh + y) = coshxcoshy + sinhxsinhy 


TT‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


البرهان 
لنبرهن على الاول متهما. حسب تعريف دالة الحيب الزائدية يمكن أن نکتب: 


الحا ص ا FEY)‏ از 
E 3-2 e E FE‏ ای سب )¥ + sinh‏ 
2 2 
VY [(coshx +sinhx)(coshy +sinhy) -(coshx=—sinhz)(coshy =sinhy)|‏ = (استفادة من (۲ , ۱۵) 


= [2sinhzxcoshy + 2coshxsinhy] 
: و منه بححد‎ 


511010۲ + ¥) 8۱۱۳۲۷۲۵۵5 ۷۲ +coshxsinhy 
من (۱ و ۱۵) نجد:‎ 


ا 0 3 رد 


@- * م : 
> عط 51۳1 
Cz) 7 2‏ 


| ن آل: sinhéx) ==—sinhx‏ « بالمثل : روم = cosh)‏ » ادن: 


(12, 17 


هذا يعني أن دالة الجيب الزائدية دالة فردية» وآن دالة جيب التام الزائدية دالة زوجية. 
لو عوضنا في (۱۵,۵) عن « ب '9- نحصل على المتطابقتين: 

sinh(t— y) > )ومع تطصاة‎ ( +coshxsinhty) 

6۵8) y) = رطقم خطومع‎ + s1inhxsInhC y) 
وحسب (1 و ۱۵ فال:‎ 


٩۱۳۵ - y) =sinhxcoshy =coshxsinhy 


۱6 
y) = coshxcoshy =sinhxsinhy‏ دياوو ناك 
بالتعویض عن رب × في (۵ و ۱۵) نجد: 
۱۱۳۲۵۵ 2 51112 
 ۸(‏ ۱۵) 


cosh2x وم‎ x+ sinh x 
وبالتعویض ف العادلة الثانية من (۸ و ۱۵) عن # 6051۳ با پساویپا من الساواة:‎ 


۳ 
تعحك:‎ ۵ cosh” x=1+ sinh x 


2 1 7 
020۵5۳۵۲ 1+ sinh ۲ + 51۳۳ xX 


ار 
X=‏ 25110۳0۳ 14 < 


0052۲ = و2‎ xX +] 


)۱۵ , ٩( 


[ ۲ روم 
2 


sinh 9 سوم‎ 


با لمثل لو عوضنا في (۱۵,۸) عن د اة بالقيمة 2-1 تطدم ‏ لو جدنا: 


2 
xX =|‏ اوه ار ع coshax‏ 
| + عدن 20۵51 
2 


0 sh X 


نظرية (۲, ۱۵) 
مشتقات الدوال الزائدية هى على التوالی: 


nhx] = coshx ) ١‏ ا shx] =sinhzx (Y‏ ا 
dx dx‏ 


8 [tanhx] = 6۰ ۳ 


4 [cothx] = - باوج‎ 2 ( ٤ 
dx 


2 chx] = -cschxcothx )7 دكا‎ - -sechxtanhx (© 
dx dx 


الرهان 
لنبرهن على ثلاثة منها ونترك البقية للقارئ: 


538 سس‎ 3 = 
۱ e” - f ê” + م‎ 
۹11111 سس (8110]11) جت‎ 07۲ 
2 dx 2 ۲ 

sinhx 9 cosh” ۲ ۲ xX 1 3 
سب - تچ (ن۵010]) ادا‎ =sech x 

coshx dx , cosh’ x cosh’ x 

7 sinhx 1 sinhx 

5601۱ < + — )800( و دح‎ ۱ = —sechxtanhx 

coshx x cosh” x coshx coshx 

مشال (۱ , ۱۵) 


و جد Cy‏ إدا کال: 
(cosh) P+ gosh ( ۱‏ = ل 


y= log (coshx) (۲ 


ال 
۱) . نضع "۵09 -بروومی فنجد: 


ت۲۷ Intcoshx)‏ 0۱وی 


تست ال 5 


coshxlIn(coshx) + ۲‏ زب 
coshx‏ 


y' = (cosh) *™P* (coshxIn(cosh) + sinhxtanhx) +‏ 21 طوزی 3و 9۲و 


3 
ا EEN BREE‏ 
2 . “تام زو 2و1 ۲ 30 


۱2121 ۹ 
6 م 


coshx-In2 1652‏ ۳ 
من جدول مشتقات الدوال الز اتدية نظرية (۲ و ۰۱۵ نجد: 


۳ ۱۱1/۵۱۷ = coshu +€ | coshuadu = 1] ع عد‎ 


98 
| sec uau= tanhu + ع‎ | son uau= - 011 + © 


| utanhudu = —sech ۱ + C | osc u ۰۵1۳1/۵۲۱ = —csch U + cC 


مثال (۲ , ۱۵) 
آ و جد التکاملین: 
xdx (۱‏ نو | 
506 تضوف | 


٩11۱۳۸۰۲ 1 
x= 


| تن‎ xx = ۳ 


ارت 3 ً 
( ققدي رج 2۳م) [ : ا س ا sinh? xdx=‏ 1 


الدوال الزائدية 


۱ ۳ 7 > 
٩10۳2 x‏ پر ا دلج ع سم ]1 
ام علزاشات = مدب لياش تح تن لك 3 ڪڪ 


ABE 3 4 +0‏ ت تست 10۲ | 


4 2 
طريقة فائية 
راو( 23م 2+ )| ديرق کب[ = 1۳0۲ تاو | 
4 2 ۱ 
1 ۱027و و کي ي 
6 رسد علد يرس تست 
2 2 8 
مثال (۳, ۱۵) 
أوجد التکامل: ۳ 
الحل 
من اللحظ آن: 
ره nx: _ Mê Mx MO)‏ 
نت - سح( sinh]‏ 
2 2 2 
(للاحظ آن 0 > (x‏ 
dx‏ ] 1 3 ۱ ! 
sinhdrsax = |] |]‏ | 
x‏ ل6 2 
1 3 
RARE‏ رت 
6 4 
مشال ٤(‏ , ۱۵) 
آوجد التکامل: 


[7 كلا‎ (cosh2x + sinh2x)® dx 
ال‎ 
الملاحظ آن۰ 2م = 27و + ر2طدمه » بالتالي فان التکامل یصبح على الشکل:‎ ۳ 


1 1 عي ا 9 دور تم کت 
+ مق ون هقی | =0 d= fe‏ °)*( ۹ ۰ 


ع 


نز 


آوجد ٠‏ فيا یل : 


۷ ۳ 9 ( ۱ 
y =sin(sinhx) (YT 


y= زر ررووع)‎ 057 (o 


secix+cosh2x (¥‏ د بو 


2 
cothx (۹ 


ٽن 
x)‏ بل عع > +1( 


Jx +logş(coshx) ۱ 


تمارين (۱ , ۱۵) 


=1In(sinhx”) )۲‏ بو 
(f‏ (*م) وراه بو 
(sinh x +tanhُ 1) 4‏ = ¥ 


له ا 
+In(coshx)‏ 1 ۱ 


۰ کو د 
X‏ 


(1 + زر + )=۷ 


1 ۹ 
وعه1 دنر‎ |“ -2x-3| cosh)" + | e” dx(\Y 
0 


آو جد 37 قب| یلی: 


۳ *2 (رواومی) ۷ 


1۷ اب‎ 7 1 (۱۵ 
(sinha) 


أوجد التکاملات التالبة: 

| sin XX (N1 

| sinî xcoshxdx (A 

١‏ 6 لشم 
sinhxcosh” X‏ 

۳۰۳ xdx ۲۲ 


۰ چگ | 


٩11112. + و‎ ۳ 


00 دن ا 
tanhzx —|‏ 


y=lny¥e" +e” + (éosh#)™* (1٤ 


| o xdx (¥ 
| sin xcosh” xdx (1۹ 
| ۳۲۱ 
sinh” xcosh” xX 


| on xdx (TT 


معش الآ 


2 ۲ + و20‎ 3 
sinhxdx 


عد اعون له 


(TV 


أوجد التکاملات التالبة: 
|e coshx*dx (TA‏ 
xsechxdx (TY *‏ تصحف | 


dx (TY 


acoshOGx) + 5‏ ص 


9 عر‎ - sinh4x 


۳ 23د‎ cosh 2xdx ۶ 


dx (1 


1 
1 ycosh3x + sinh3x 


الدوال الز ائدية 


TY 


۹( عم | 
١‏ ؟) عدن زع 0 اداه و 
dx ۳‏ ومع + nh3x‏ 6د 


1 cosh(tar Xx (۳۵ 
1 + بر‎ 
| «#سس‎ (TV 


(sinhx + “زوم‎ 


۳۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(۲ , ۱۵) الدوال الزائدية العكسية 

The Inverse Hyperbolic Functions 

(آ) من اللاحظ أن مشتقات الدوال الزائدية التالية» والمعرفة بالصورة: 
«x=sinhy )١‏ 1 ۲« 

ye KR ۰ ۵۲ ۲ 

ye RK” دين‎ 0 ۳ 

ye R* «x=cschy (f 


الدوال الزائدية ۶:۳۹ 


شکل (۲, ۱۵). 


(وباعتبار لا هو المتغير الستقل و× قيمة الدالة الزائدية عند )» هي على التوالي: 


9۳ - see? (1 = coshy )١ 
¥ ال‎ 

42:2 للست‎ (٤ و او‎ (۳ 
dy sinh 1 dy 


للمشتة 2 الأولى والثانية قيم موجبة عندما 8 » ر » وللمشتقة الثالثة والرابعة قيم 
سالبة عندما ”8»> ر . تقبل هذه الدوال دوالا عكسية» لنرمز ها وعلى التوالي بالرموز: 
5110١‏ » وندعوها بدالة الجيب الزائدي العكسى 
۲) ۰180 وندعوها بدالة الظل الزائدي ال 
cothî (¥‏ > ونسميها بدالة ظل التام الزائدي لے 


+ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


6 ونطلق علیها دالة قاطع التمام الزائدي العکسی» شکل(۳ , ۱۵). 


لاحظ آن: | ر = («طصنه) " طصنه| وبالمثل بالنسبة لبقية الدوال» إذن: 


3 sinh x (۱ 
y= tanh x (¥ 
y =coth أ‎ x (¥ 


y=csch lx (é 


(انظر الشکل (۳ , ۱۵)). 


(ب) لاحظ آیضا أن مشتقتی الدالتین الزائدیتین التالیتین» والعرفتین بالصورة: 
x=coshy ) ١‏ 


x =sechy ۲ 


وباعتبار بز هو المتغير الستقل» هي على التوالی: 
E A‏ 
dy‏ 


sinhy (0‏ _ حلم 


dy cosh? 7 


قيم المشتقة الأولى موجبة وقيم الثانية سالبة عندما 0 < ل » شكل ٤(‏ و ۱۵). تقبل الدالتان 
8 ۰09 ا 566 على الفترة (0,50] دالتين عکسیتین» نرمز لما وعلى التوالي» بالرمزين: 

0١‏ تاد وندعوها بدالة جيب التام الزائدي العکسی. 

۲ 60 ونسمیها بدالة | لقاطع الزائدي العكسي. ۰ 


ادن: 
۸( 


y=sech x (¥ 


(حيث 0 (انظر الشکل ٤(‏ و ۱۵)) 


الدوال الزائدية ا 


.)۱۵ , ٤( شکل‎ 


الصيغة اللوغاريتمية لدالة الحيب الزائدية العکسية ' 5101 
نعلم آن: × x=sinhy & y sinh‏ 
لک : ۷ cosh y=] +sinh”‏ » ادن: +1 کڪ +sinh‏ 1ل - cosh y‏ 
ومنه: “بر+ ]لو +ع 2 «طوی + زطوزوع e”‏ 


باذ 0 الطرفين» نجد: + د ال ۱ » بالتال فان: 


sinh’ = الها‎ + 35 1 


5 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


الجدول التالي يحوي جميع الصيغ اللوغاريتمية للدوال الزائدية العكسية. 


الصيغ اللوغاريتمية للدوال الزائدية العكسية. 


In x + [ + x) 
1۱۳۱۹۹ -1 + ×( ظ‎ 


xeR" ,„yeR" 


csch lx 


مشتقات الدوال الزائدية العكسية: 
الزائدية العکسية» فعل سبیل الخال نجد الصيغة التالية: 


2 ۱ س ۳ سب 1 
110-1 ا = (tanhx)‏ 
1 2 1 


51| ۲ | ,= = 
وإ[ (-1/.+1) 2 


فيا يلي نضع جدولا يحوي جميع مشتقات الدوال الزائدية والزائدية العکسية. 


حدول مشتقات الدوال الزائدية والدوال الزائدية الیکسة. 


۱ ۰ | ۳ ۰۰۳ ۳ 


2 


الدوال الزائدية 


lH 7 


۳ 
70 


8)0 = با » قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير × 


مثال (ه١-ه)‏ 

أوجد ثلاء إذا كان: 
y = (tanh x) +sinhî' x +In(cosha) )١‏ 
¥( توا“ x+ (esch‏ مدع (x>)‏ 


y =e“ sech x (Y 


1 5 ۱ 
۲ سس ا 0011 2 + كميدي 1 y' = cosh‏ 
x 0 +1‏ 1- 3 
۳( س ذم بر sech‏ "ع کل 
وت 1 7 
مثال (5, ۱۵) 


حل المعادلة التالية: 
sinh (e) =1n3x‏ ( ۱۰ 


£ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


اخل: 
لاحك أنه a‏ ترا ih‏ 
ادن : +x) =n‏ 2 + مها 
بالتالى» فان: رید درل 
(لاحظ أن الدالة ها دالة تقابل) 


1 
إذن: +2 - یر م ]لوه رھ رو[ - ج © سس والقبول هو: یی 
4 


(لاحظ أن الدالة ها في العادلة (۱۰-۱۵) معرفة إذا كان 0 < ). 
من جدول مشتقات الدوال الز ائدية العکسية» نجد: 


دی 


نظرية (۳, ۱۵) 


4 اب 
()< هم . م + وزو ديرق 

[| H 
ع نع 0 . مده “* رزوون ديزن‎ 


# ود 1 1 
0 6۵| , عبت لصوو ديق (۱۵,۱) 
7 
1 1( مرو 
1 
0<م . lua‏ , +" طامن- ديق 1 


| 


a ”باع‎ Cl (f 
= ي‎ E , Odu|sa 


يوب ا 
9 9 0 


یز رد م 1 اک ری وی 


الر‌هان 
لنبرهن الفقرة الأولى: 


rie‏ و یی 


t+‏ زوزع - سم | چپ گم ]پا 
ی sinh‏ - 


(بالاستفادة من جدول مشتقات الدوال الزائدية العکسیة). 


الدوال الزاتدية 


نتيحة (۱ , ۱۵) 
باستخدام الصیغ اللوغاريتمية للدوال الزائدية العكسية» فإن الجدول السابق یکتب على الشكل : 
1 


du = 1 a 101 © 
1۷ دك‎ 


+ أدج n? =a‏ = ا حلب | 
2ن - ل 


)0 > <| u |) 


11 a +1 
7 In +¢ 
زس “يع‎ 


ت 2 
>| :> , + سس = سس سس 
UH‏ 2 ر 
—u ۱‏ 1 1۱۱ 


۱ i 

u 1 a+ a” +2 

معدن  ,‏ ود و1 
59 7 

۲۱ 1 +H 4 lu | 


منال (۷, ۱۵) 
أوجد التکاملات التالبة: 


نضع : و دی ج بو 7-2 
يصح التكامل على الشکل: 


2 


2 
اف 7 1 1 
۱ 8 < ع + وم = سكب | 


آو بالاستعانة بالصيغ اللوغاريتمية: 


00 م 
cC‏ +) تیه وان ۷ کح 


1-7 يبي 


وعد وم شع ۷ 


(لاحظط ان" جح + 


E‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۲( سد 


Erz‏ "ی 


| dit 3| xX 1 4 5 
رب 10- - ستت-|ت سس‎ +x +e 
4+9» 3 دگل‎ 3 9 


ی / dt‏ ۱ 
(لاحظ أن: » +[ ×+ + 2م 1 ra‏ ( 
EE:‏ 2 1 


: م[ 1 
3 > ۲ | , دص 11(]۳] سس 
۳( -" 3/ ۷3 

با 1[ 1 
|X < 3‏ , معدل 601۳ 
ل 3۳۳۳ 

أو في کلتا الحالتين باستخدام الصيغة اللوغاريتمية: 

کے 1 ی SF de‏ 
E‏ ا 9 وب ف ال 22 


عد E3 a+‏ 
ل 2ب | 
عد — a‏ 24 ` 2 


dt=e dx tc e" =f : نضع‎ )٤ 


يصبح التكامل على الشكل : 


۳ 2 


ه | ټم ها | ۱۵ 


( لا حظ آن: جع 


| r dt 
ین کي 4 “م‎ 
(e" > 2 دح‎ > 1۱02( 
أو حسب الضيغة اللو غاریتمیة:‎ 


4ل ك dt ١‏ ۱ 
ع + م[ 


,2 2 || 


4-2 مه .1 
ع حل 1 ۳ 
۳ 
هر + a^‏ لدع 1 01 
(للاحظ ال 7 تسس سک | ) 
x a + x i ۱‏ 


آوجد ‏ إذا كان: 

y= (tanh (x))* +(cosh2x)” )١ 
y= (x وی + زد‎ 3x (YT 
ڪا‎ tan(x +1) +xsinh7 x (© 
y=1In(cosh" 2x) ۷ 

- لد‎ cosh 2x (4 

tanh (cos3x) ۱‏ کڪ 

y =tanh ۱ ۳ 


أوجد التكاملات التالبة: 
xdx (\ ©‏ لمم | 
secon xax (۷‏ | 
sin 4‏ 1 
sinh’ ۲ ۱‏ + | 


الدوال الزائدية EY‏ 


تمارين (۲ , ۱۵) 


y= (sech 1x)” + (sinh !“زر‎ ۲ 
y=sinhî7" x* +1In(cosh5x) (f 
y= xsech “y+ رزوي‎ x (٦ 

y= sech 1x? ۸ 

)ورم لمم y=‏ 

y = sinh گم‎ +x) )١ 1 


y =sechf 1-2 ۶ 


[oom xdx (1 
| ۸ 
| "تمه‎ xdx (¥ * 
jê cosh xdx (YY 


1 (x3 + طمنو ةج‎ ۲ f 


4 ديول 


(TY‏ شمن أن: دنو تدم طوم ع “(عطسزء ع )coshx‏ حيث ١‏ عدد صحیح موجب. 


آوجد التکاملات التالية: 


و 

۱ ۷9 +6 

| sec” xdx 

¥ 4tan” e 
با کا‎ 
16-94 


| dx (۹ 


۳ 
x‏ توص 4 أو ' 


dx (|‏ ال 


4 + دوو‎ x 
| سم‎ x 
x9 + × 


(شمن (ساون سر 


قاعدة لربیتال 
RULE‏ هط ۳۱۵۳۱۲۸۵۱" ۱ 


(۱5,۱) صیغ عدم التعیین من الشکل ۱ أو من الشکل “ 
Indeterminate Forms of Type 0/0 or 00 /00‏ 
نظرية )١١, ١(‏ (قاعدة لوبيتال) 
اذا كانت الدالتان: ع ۶ 
)١‏ قابلتين للاشتقاق على الفترة (طبة) التي تنتمي إليها النقطة ۵. 
(ومن الممكن أن لا تكون الدالتان ع ,؟ قابلتين للاشتقاق عند ء) 
؟) وإذا كانت ۶0 (د)'”م لكل ۶6 على هذه الفترة. 


۳) واذا كان 2 في حالة عدم تعیون من الشکل: ۳ آو E‏ عندما ع ج × > فإن: 
gx‏ ˆ 00 


)١ ١و‎ ۱( مال‎ 


. X—tank 3 
lir ِ (۲ lim 2-۱ 
الج‎ ٣ م تاج‎ 
۹ ۲ ۰ 
١ XÎnx . e مس‎ ` S102 
111 1 کت رز‎ 4 
تفر‎ X +۲ الاجر‎ 7 17 


9۰ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ا لحل 
١)الوضع‏ هو حالة عدم تعيين من الشکل | | . لنطبق قاعدة لوبيتال» فنجد: 


2 


2 يبد ا چ 
0ع ح 113[ = ح ]11 = حت lim‏ 
e"‏ تج زر اص دج ار دي رس ار 


(طبقنا قاعدة لوبیتال مرتين متتالیتین). 
۲)الوضع هو حالة عدم تعيين من الشكل © . لنطبق قاعدة لوبيتال» فنجد: 


1 
. X—tanx . 0] “عمع-‎ x 2 ۳0 60 1 
lii iı) ل‎ = lim ڪڪ‎ © 0 
x0 ¥ جر رش 0ج‎ 2 


(طبقنا قاعدة لوبیتال مرتین متتالیتن). 
۳)الوضع هو حالة عدم تعيين من الشكل ©| لنطبق قاعدة لوبيتال: 


e e * +‏ ی اما te‏ ی يوسنو “ود هال 
س ا وز[ مرا“ م 
XSF‏ د 00 + COSX‏ )جر SÎNX+XCOSX‏ اج 9999 0ج 


٤)اخالة‏ هي عدم تعيين من الشکل ۳ لنطبق قاعدة لوییتال؛ فنجد: 
| 18311 - 


60 = - 11[ = للحتت lim‏ 
+۱ یر ]1+ ¥ تور 


(لاحظ آن: 0 سنا ). 
لصو 
)٠١, ۲(‏ صیغ عدم التعيين من الشکل - أو 5ه :0 
تواجهنا آیضا عندما نبحث عن نبايات بعض الدوال» من الشکل: 
(Î)‏ ض)ع +)( f‏ = )م (ب) (د)و )م = h(x)‏ 
وذلك عندما تنتهي قيمة المتغير × نحو قيمة حددة ۵ حالتين: 
الخالة الأولى: ف الفقرة (1)» وذلك عندما تکون عبايتا الدالتن ع على الصورة: 
م - ۱۱۳6۵ , مم - ()ع ۱1 (أو العکس) 
تدعو هذه الحالة: بحالة عدم تعيين ن الشکل اس 


هذه ا خالة لا يوجد لما طريقة محددة لردها إلى حالة عدم تعيين من الشكل ج أو » لكن 


الأمثلة النوعة كفيلة بتولید الملكة التى تمكن الطالب من تحقيق ذلك. 
الحالة الثانية: في الفقرة (ب) وذلك عندما تكون نايتا الدالتين 18 على الصورة: 
م - (د)يم سنا , 0- 11۳80 (من الممكن أن تنتهی ] نحو مب ) 


قاعدة لوبیتال ادع 


۱ : هذا الوضع: بحالة عدم تعيين من الشکا 0 . نضع هنا (<)ط على إحدى الصورتين: 
سل - (د أو ك - («۸ حسبما تقتضیه الضرورة: فتنقلب ا حالة إلى صيغة عدم تعيين 
)»£ مر 


من الشکا “أو 2. بعدها نطبق قاعدة لوبيتال لازالة عدم التعيين. 


مشتال(۲ ۲۹۰ ) 

و جد النهایات التالبة: 

2۱+ لها - limin 2x+3‏ ۲( ۱ 
تچ زر 


1 ۱ ۳ limcotxlnd + sinx) (f 
xall 111 3-1 x0 


5 
lim 11 


f‏ بتو 


ال 
۱ الوضع عدم تعيين من الشکل و - 0ت . 
من المکن أن تکتب النهاية عل الصورة: 
In x+2)=ھ‎ lim[ln@x+3)-1n(r+ 2)]‏ 2+3 لح lim‏ 


وج و بك تج بل 


ا 
(لاحظ أن: 3(2++3)- 2+3 وأن: 
1 
)3+ مسا = 3)2 +100۵ ) 


3 
سو کے وک وو اوک و چ 
TE ۶‏ # 2 )2 


2ل وج 


(الوضع الناتج عدم تعيين من الصورة ک٠‏ لذا طبقنا قاعدة لوبيقال): 


۲ الوضع عدم تعيين من الصورة: 0« 
نکتب النهاية على الشکل: 
x-1-(+1)‏ 1-1 


E سب‎ aT مر‎ RL E 


1 نز لا مج 1 تدج 


2 


3 1 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(جعلنا × مقاما للمقام فانقلب الوضع إلى الحالة ج وطبقنا عند ذلك قاعدة لوبیتال) 


۳ ا‎ 2 . 4x 
= 11۳ < [[ = 11 — < 2 
مجع |[ م وج (1+1()1-1) مج‎ 23 
(طبقنا لوبیتال مرتین)‎ 
۵0) : الوضع عدم تعيين من ۱ لشکا‎ (۳ 
لاح ظ آن:‎ 
ا مد و ی‎ 
()جبد 1 (أجيتر اج‎ tan x 
0011 
(0) 5 ۱ 1 
65 (اصیح وصع عدم التعيين من الشکل‎ 
0 


1 عسات 
l+sinx _ 4‏ عد 
1 یوج نجي 


<[ 


6 )الوضع عدم تعیین من الشکل: 6-6 
تکتب النهاية على الصورة: 


داع - [ رز . 3 1 . 
سس ر ]] = lii‏ 
1-۱۲ ) اج xX—]‏ 11۳7 اج 


(وحدنا القامات فاصبح عدم التعيين من الشکل > ) 


۲ [- ۱ (ا+<مل)-] 1‏ . 
پست تسس 5 TF‏ 2 << 1135 
9+1[ اج د (1-ند) + رو[ اج 


1" 
دك " 

۱ ۱ ۱ 0م ددم 0 

(۱5,۳) صیغ عدم التعیین من الشکل 10 1 زان 
سنتعرف فیما يلي على آنواع جديدة من آوضاع عدم التعیین لم نصادفها من قبل» تواجهنا 

عندما نبحث عن خایات بعض الدوال المعرفة» بالصورة: 

0<() , )<< 
وذلك عندما تکون نهایتا الدالتین ؟ ,ع عندما »ج ×» وفق آحد الاوضاع التالية: 
)١‏ 1:60 , 0= )2 1:0 (عدم التعيين من الشکل: 0۳) 


4 ار 


۲ »- )۶ نهنا , 0= img)‏ (عدم التغيين عل الصورة: "امه) 
اج ات ار 


۳۱ 


قاعدة لوبیتال to‏ 


lim ۲ )2( -1 ۳‏ , موا 1۱۳۳ (عدم التعيين على الشكل : د 


نج ار 
تعالج الما لاات السابقه جيعهاء وفق | لخطو ات التالبة: 
١)نأخذه1‏ الطر فين للمقدار: ”)ل = ر» فتجد: 


Iny = g(x)In(f (x)) 
۲)ننهي × نحو القيمة ۰۸ فنحصل على النهاية:‎ 
) 0 (عدم تعيين من الشکل‎ limdny) = lim رمع‎ - limdn(f()) 
)نضح النهاية على الصورة:‎ 
1 


111 )11111 ۷( = lim 
جاتير‎ Xa 


g(x) 
6 نطبق قاعدة لوبيتال مع التأكد من توافر شروطها. إن كانت النهاية موجودة وتساوي‎ 6 


فان: (النهاية مو جودة) “+ - ر صتا ج - (وصنل ما آو: 
| بآ 


1 


إذا کانت: 8 - ۲ فان: فة = زا . ادا کانت: مد م فان: 0= ثم 1 . 


ج اس ی 
مثال (۳ ی 
أو جد النهايات التالية: 
53 2 
۱( + ان ¥( 375“ lim (sinx)‏ ۱۱۳۱۳ 
۹ زر از ۲-0 زرا ار 


ال 
۱سالة من الشکل: *۱ 


33 


(أ) نضع: 2 +1)= «» ثم نأخذ «ا الطرفين فنجد: 


1 ۷ = wı 3 
2 


)1+2 اد Indimy) =3 lim‏ (الوضع من الشكل 00 


(ب) ننهى 6ج تر فنجد: 


(ج) نكت النهاية السایقة» بالصورة: 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


1+2) 
X 
۱ 


111 1111 ۷( = 3 lim 
نید د ار تج‎ 
x 
۱ ِ 
1+ 
=3 یگ هونا و ووز[‎ 6 
ممجير‎ . x تتو‎ 14 2 
ا يي‎ 
(د) النهاية مو جو ده وبالتال فان:‎ 
3 
limy = ۱ + - 6م‎ 
تج مرو‎ "0 
اه چا یس سس‎ 
. 7 > )5127( : نضع‎ (۱) (۲ 


ثم نأخذ «1 الطرفین» فنحصل على الساواة: 


In نر‎ =sinxln(sinx) 
رت) ننهی "0 جدير » فنحد:‎ 


111011111۷ ( = lim sinxln(sinx) 
یت جر‎ 
) 0 x (ee) (الوضع من الشکل‎ 
(ج) نکتب النهاية على الصورة:‎ 


111 )111۲۱ ۷( = lim لالد‎ 


x0‏ “()جير 
11۲ 
COS X‏ 
sin =0‏ 110 سح لھ وز[ 

بت 05 - لاجر 
sin” x‏ 
(طيقنا قاعده لو بیتال) 

(د) 1= 08م - تر صا u‏ اذن: 1= lim (sinx)%*™*‏ 
x0"‏ 0ج 


قاعدة لو بیتال 


ثم نأخذ: ها الطرفین» فنجد: 
TX‏ 


کے برو = رها (الوضع من الشكل o0‏ ( 
رب) ناحذ النهاية عندما: مج د فنحصل على الصيغة: 
1 


ودع e‏ زو[ ی 


1 1 اس زر دا شور و 


(الوضع عدم تعيين من الشکل <) 
1 


(ج) إذن: 1 - ای - lim x*‏ 
دە جر 


5 تس زاب و im SOS sInx (۲ i‏ 
7+6 - زر [«-: x‏ اج 
ب -] : ]— coshx‏ 
#ا نیزا ۳ رب 
زو ۱ اج 053 - [ اج 


۵ 


32-3 لا 


tan 1 - ( 


۵ 
.ی‎ SEC xX—2tanx 

lim‏ وي ا 
1+044 تب 
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] 3113 
lim جح‎ (A lim (۷ 

5۲ 7 دير مجم 

2 
س2 

: وچ‎ . 3 
lim 6 40 lim 4)ححت‎ 

بر رد ممجسير یں (<سد 


و EE ED‏ ی و 


In(s1inx)‏ )جر 


lim(l— tan (1۳‏ 
2 ار 
6 حدم , ( ۲ مر ونر 1[ 
تچ از 


` مد 
lim x"sin— , a>O ۷‏ 
55 دن طلست از 


1i 4ا‎ 
ااجتد‎ £ = [ Inx 


(m>Û) « 


lim(l1 —cosx)cotx ( 1۲ 
0چ‎ 


:اا xcotx‏ 1 211 بجر 1 
() جک در 


2 ان ۱ 
ل1( lim xsin—‏ 
56 اا 


lim 1 11) -1( ۸ 


۶ ٩ بط‎ 


5 
li E (۳۰‏ 
۱ وو ا ی 2-3 اقجير 


۶ ۵ ۵ 


۶ 71 
1 ا‎ 
301-3 [( 
lim x* (YT 
۳ از ۵ کی‎ 


3 


“لمجي 


۳۹ 
سس بت ال[ با 
lim )1- x) 2 (TY‏ 


ار 


۲۳۰ 
4( «-1عو lim‏ 
1[ چ 

1 


lim (cot x) حصا‎ (١ 
)جر‎ 


lim (cot AR و‎ 
x0" 


۷ 1 1 * -- از 
رو مت نت 


111 : 
جر‎ X + ۰11 2 


| 
#7 


5 ۷ 7 
111 تت بت‎ | 
xy E COX ۸2 5 3 


1 
lim 4 (Yê 


lim. x ۷ 
)جر‎ 


1 
lim(l + 2 ۸ 
(اجير‎ 


1 TAN 3 
lim 8 (TY 
ادا )و پر‎ 


1[ سب 
وزه x‏ 
2۳۶ ی 1 1 1 
SIN xX‏ [)ج رز 


(فمن (سایر حشر 


11 عا لاف 11 تا 4 
IMPROPER INTEGRALS‏ 


(۱ , ۱۷) فترة التکامل محدودة 
نعلم أنه إذا کانت ] دالة متصلة على الفترة [ط,ة]» فان: 
۱ قابلة للتكامل على الفترة المغلقة [۵,0] 
۲) وإذا كانت » نقطة تنتمي للمفتوحة (۵,0) فإن: 
fds‏ ۱ +( ۱ عفد )¥ ۱۷) 
لنتساءل الان عن الحالة التي يختل فيها شرط الاتصال على الفترة [5,] عند نقطة واحدة 
فقط (ط,4) > ۰0 ويكون عدم الاتصال عند » من النمط الموضح في الشكل (۱ , ۱۷). 


lim f(x)= lim f(x) مح‎ 
عجار ا‎ 

رآو مه ) دوت = (۲) [ f(x) = +0 lim‏ 11۳0 
ار 1 


شکل (۱ , ۱۷). 


۵۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


نقول إن للدالة ۴ عند ء نقطة عدم اتصال لاغپائية. 
في هذه الحالة» نعرف الآن التکاملین الجزئيين في الطرف الثاني من (۱ , ۱۷ بالشکل: 


( 3 
f(xX)Jdx = lim ۷۲ 


2 جع 


و۱۷ 


/ 7 
۱ f(x)dx= lim | Ff(x)dx 
2 "خم‎ 1 


إذا كانت النهایتان السابقتان في (۲ , ۱۷) موجودتین» عند ذلك نقبل التعریف أن الساواة في 
۱ 
(۱۷,۱) هي مساواة صحيحة ونقول إن التکامل: | هو تکامل متقارب وموج ود (رضٌم 
وجود عله عدم الا تصال للدالة ۴ عند ع) 


تعریف (۱ و ۱۷) 
إذا كانت الدالة ۴ متصلة على الفترة [ط,ة] » باستثناء نقطة واحدة» تنتمی للفترة (2,0)» وإذا 
كان التكاملان الجزتيان في (۱۷,۲) موجودین. فبالتعریف: نقبل أن الساواة في (۱ , ۱۷) 


mr 
ص جحد ي واك:‎ 


مت( ع 5 f‏ سنا +4(د) 7 ] lim‏ نع 1 (۳, ۱۷) 
۲ "مج ۳ مجع 98 


ونقول عند ذلك» إن التکامل متقارب على الفترة [2,0]. إذا كانت إحدى النهایتین في 
(۳, ۱۷) غير موجودة أو كلاهما غير موجود. فاننا نقول إن التکامل في (۱۷,۳) تکامل متباعد. 


ونعنی بکلمة موجود» أنه حدود وذو قيمة وحيدة. 


مثال (۱ , ۱۷) 
اختير تقارب (ععنع كوه )أو تباعد (۷۵۵۶:) التعامل: 
2 
dx‏ | 
1 
لوعي 


ال 


تابقل TE‏ یب ۱ 


2 = وعد ) f‏ غير مته | عند [ = × لا نعد ام مقامه . 
0-23 


التكاملات المعتلة 2 


لاحظ انتهاء الدالة نحو اللاناية 56 عندما *1ج+ ونحو سالب لاتباية مب عندما 
۳ ۲۳ فالتكامل معتل عند هذه النقطة. لنتساءل عن إمكانية وجود النهايتين: 


بر كام :> 1 : 
ڪڪ lim | 1 lim‏ 4 فلحل 
3 "1ج ۳ ٠‏ [<-/ 
KB?‏ ?2( 

۱ ۳ 3 1 1 5 
)x -17 (۱‏ = 111۳7 < رل | lim‏ 
2 جم 1(7- (x‏ 0 له اج م 

3 2 2 .3 
<--| أ(0-1)- ؟(1- 0 انا - 
7 اب2۱ 
d‏ ۱ 
(x -1(* (‏ - وونل < تك | lim‏ 
1 لكك 1(7- (XxX‏ 1 آ[جم,م 
3 3 5 3 
سح ؟ 1ب (2-1 اهنا - 
9 (1- ا ۴[ -) اج 
إذث: النهايتان موجودتان والتكامل يساوي مجموع النهايتين السابقتين» إذن: 
f 3 3‏ 2 
ا لد 1 ۳ 
1(3- ) 


والتکامل متقارب نحو القيمة 0. من المکن أن تکون علة التکامل وموضع نقطة عدم 
الاتصال» عند آحد طرفي فترة التکامل والثال التالي یوضح ذلك. 


ال ۲۱۷ 
اختبر فیما إذا كان التکامل التالي متقاربا أو متباعدا. 
1 
دمدساعدن ل 


ال 
لاحظ أن الدالة: 197 <() f‏ هی غير متصلة وغر معرفة عند ۰-0 وآن: 
مه < (تد) 1۸ 11۳0 . فالتکامل معتل عند هذه النقطة ویکتب على الشکل: 


4 


ان ۱ 11 ۱3 ۱ 
د 0 
()ک ۲ 


1 ۱2 ۱ هچ 1 
ع |- (ind) IA‏ ل 


۹ 


5 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ی 
(وضعنا: = e‏ = بر مرو مين لذ دوق ) 
1 


باخذ تايه المقذار السایق عندسا *0ج-غ» نجد: 


1 1 1 ۲ و 
lim | = —lnt+—-—— ==> lim FInt——‏ عدص ماع |( 
4 زاجم 4 4 2 زاجم 


(عدم التعیین هو من الشکل مه 0 ) 


۱ 11 1 1 1 
5 117 ۳ 1 


ریت تن 2 ]سوب 


4 تيج و2 4 2 a‏ 
4 0جم 1 ()جم 


1[ 2 1 
= —- 111۳07 - = (التكافا . متقا 
4 4 ۇچ مل رب) 


(طبقنا قاعدة لوبيتال» وعدم التعيين هو من الشكل *) 
من المکن أن تتعدد نقاط عدم الاتصال لدالة التکامل على فترة التکامل [۸,0]. سنعالح 
بشکل عام هذا الأمر من خلال تجزئة فترة التکامل بحیث تحوي كل فترة جزئية على نقطة عدم 
اتصال وحيدة: ثم نختبر بعد ذلك تقارب التكامل على كل فترة جزئية وبشكل مستقل عن الأخرى. 
المثال التالي يوضح ذلك. 
مشال (۳, ۱۷) 


1 بر !1 
اشر تقارف أو تاعد | لتکاما النال: سس | 
ررب اريس انکر دی چچچ :| 
ال 
من الملاحظ أن مجال دالة التکامل هو: (0,1) وآن طرفي هذه الفترة نقطتي عدم اتصال شده الدالة. 
1 1 


لالظ آن: مم ع- مس 1117 ران. مه ع سحلت *1111 
اا لھ ر 3 ا ل 1و 


لنجزی فترة التکامل إلى تكاملين بالنقطة: < =× مثلاء فنجد: 


x 5 ۱ ِ 8 +] 1 1‏ 1 1[ 
ال * عل ۳ ووب يول 0 


- [10 ۳ 


lim ۱ 2‏ + 2 
سس و 1 وي س 
رل 2 اک (× ۸/1 ل 1 ۸ 


التكاملات المعتلة 211 


3 5 
dx‏ سرز1 س لاحظ أن: 


وا از رإصسصتلء كر ii f,‏ 


2 2 
1 1 1 ۱ ۱ 
کے ے٣‏ م کے كت | سے س — = _ ا — =[ نب ۳ 1 
3 ۸ ۳ 1 9 ۳ (یر- ور ) + ۷ x1— xX)‏ 


+e =i اذن: ع+(22-1)!‎ 


بالتالى؛ فإن: 
1 
2 ۱ : 1 
e ês a= a‏ 0 سس و lim j‏ 
2 "سل ام مج )دون °° وجم 
1 


— limsin ) 2. -1( 


1ج سم ۳ 0 
یت |[ 


کا " صزی (2۸-1) اوقم فا 
2 آجم 


1 


فالتکامل متقارب ويساوي: ۲ = + 


(۲ , ۱۷) فترة التکامل غير محدودة 
لتکن ] دالة متصلة وغغير سالبة (0< (۸)) » على الفترة اللانهائية (00,»] و تحقق الشرط: 
lim f(x) > 0‏ . 
تو کت ] 


0 a i 
۷,9 شکل‎ 


۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


لنبحث عن مساحة المنطقة © الواقعة تحت النحنی (×)۴ = ر وفوق المحور × والمحصورة 
مرخ E O E‏ تمن 
۵( ]ساق 
إذا انتهت المساحة 5 نحو قيمة محدودة ووحيدة» عندما 00 ج ]. فبالتعریف نقول عن هذه القیمة» 
إنها تمثل مساحة المنطقة اللانهائية الواقعة فوق الحور ‏ وتحت ا لنحني: (*)! = ر والحدودة 
عند طرفها الایسر بالستقیم ‏ = × (شکل (۲ , ۰))۱۷ وتعطی هذه الساحة بالصيغة: 
له( ) f‏ 5 | 5 
نقدم فيا يلي تعريفا يعمم هذا المفهوم. 


تعريف  ۲(‏ ۱۷) 
)١‏ اذا کانت دالة متصلة على الفترة اللاائية (0.] فان: 
lim f (x)dx‏ -«4(د)  ( f‏ ۱۷) 
1 له دوج [ 


1( إذا كانت ] داله متصله عل الفترة اللانبائية [4,مم) » فان 1 


)۱۷ , ۵( (ax = = lim (ax 


رت چ ] 
یدعی کل من التکاملین السابقن بالتکامل العتل i AEE‏ 
التکامل غير محدود. نقول إن التکامل في (4 , ۱۷) متقارب |ذا كانت النهاية ني الجانب الأيمن 
موجودة. والا فنقول انه متباعد وبالثل بي (۵ , ۱۷). 


تعریف (۳ , ۱۷) 
ادا كانت الدالة ] متصلة على ۸ ( مجموعة الاعداد الحقيقية)» فإن: 


FERE FOES f (xd 


حيث ه أي عدد حقیقی. 

نقول إن التکامل فى الجانب الایسر من الساواة السابقة متقارب. إذا كان کل من التک‌املین 
في الجانب الأيمن من نفس الساواة متقاربا وموجوداء آما إذا كان آحد التکاملین متباعدا أو کلاهسا 
فتقول إنه تکامل متباعد. 


التكاملات العتلة ۳ 


)۱۷ , ٤( مثال‎ 


الحل 


6 


(3 


اختر تقارب أو تباعد التكاملات التالية: 


( 4 ] ١ن‏ ا 


۱۳۹ مادام 1 = مرا ام ا 


ع ضع 1 
e “dx‏ ص + دم دجي = 
8 س 


0 
—~lime‏ 
مج م 


/ 
۳5 1 2 
Jim 2‏ = 
تس کت 


0 


- lim (—e' )+ lime’ +1( =1+1=2 
مجم تج‎ 


Inxdx‏ © ] عصان | ح ۳6 In‏ سا 
(التكامل معتل عند: 0= ۲ وعند 00 < ) 


8 1 1 1 
= lim Inxdx+ lim | دمت ددا‎ 
gg ** “مهجم‎ 1 


لا حظ آن ۰ ع + بر ساي 111 << وود ده jInxdx= XInx‏ 
Xx‏ 


(و ضعنا: (x=u dx = dıı‏ عدم[ عد نر و = (dv‏ 
Xx‏ 


بالتالی» فإن: 
/ 


مه < 1 + (111111)1111-1 = 
دنک ] 1 


فالتكامل الثاني متباعد. إذن التکامل: ×4× 10 | تکامل متباعد. 


[ Inxdx= lim(xlnx—x) 
1 [ زواج‎ 


8 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


قارین (۱ ,۱۷) 


بن فب| إذا کانت العتلة التالية متقاربة أو متباعدة آوجد قيمة التكامل في حالة تقاريها. 


o 2‏ ۱ 
لد () 3 
x ۹‏ ۱ 
0 *(1-) 0 
d‏ مه 
م )ا 0 
1-2 ۷ ۲ 
و ا 1 
2 ۳۳ 
dx (۱ ۰ ۱ 613 (۹‏ :. 
بر + 1 مب 9س يرك + ره 
3 + 1 
bl ۳ sinxdx (1 |‏ 0 2 
bb‏ 5 
1۳( _- ۳ 00 4 | <م) 
a XÎnX 0 ۳1 x‏ 
زر وټ ت ۱ 5 3 
۰ سس 1 (11٦‏ عدانعد ام 1 
x‏ 21117 .2 60 
ê)‏ ات۳ ê‏ 
e “dx (۷‏ ۱ 7 الكش نا 1 
0 *رج+1 0 
4س کے ۱ + | 
(1- *«) 2 ی 0 
رل | 
1( 
وبا 
الا جابمات 
20۱ ؟ )مشاعد 
۴ ك9 |ذا كان 1 > من متباعد |ذا كان 1< م ۶)متباعد 


E 
نیت 7 )متباعد‎ 


۱۷ 
7(۹ 
۱ متباعد 
1 
۷۲۹ 
2 


1 
8ت 
1112 


"0-0 
2 
رد 
4 3 


١‏ ممتباعد 


التكاملات المعتلة ٤۵‏ 


۱ 
مم -1 
3 
7 ات 
5 
۲ متاعد 


(۸ 


إذا کان 1<م ومتباعد إذا كان 1 > 


دعابتم)١‎ 5 


رهل لاس عشر 


الإحداتبات الوسبطيبة والقطبية 


THE APPLICATIONS OF INTEGRAL BY USING 
THE PARAMETRIC AND POLAR COORDINATES 


(۱۸,۱) المساحات 
The Areas‏ 


ا( حساب المساحات باستخدام الإحداثيات الوسيطية 


مشال (۱۸,۱) 
احسب مساحة المنطقة التی تحد 


الدائرة: ه = ”+ ”× 


ال 
مساحة القرص الدائري تساوي: بو ر]4- 5 
0 


(أربعة أمثال مساحة ربع الدائرة) 


۱-0 و00‎ idi «x =a sint : لنضع‎ 


(التمثیل الوسيطي للداثرة) شکل (۱ ,۱۸). 


21۷ 


21۸ تطسقات ٤‏ حسابت التفاضل والتکامل 
2 
3 


S= 41 cost (a costdt ) = كعك‎ | cos” إذن: عل‎ 
0 


8] داهن 


(لاحظ أن: 0 ديدح 0 د بوزوت ۸-0 


۲ ۲ 2 
وأن: =1 -- 1 511 ج —= ) 
2 


۱ 


2 بط‎ 
2 Sin 3 

- 2875 - لكر 22 = 0+021 [ 242 - 
0 


ب حساب المساحاث باستخدام الا حدائیات القطبة: 


(.0 بن 1 )مدخ 


(1)0 < ۲ , 27 > ذخ > ن > 0 
شکل (۲ , ۱۸). 


لتکن ] دالة متصلة على الفترة [8,»] وحقق الشر ط: 0< (6)/ على هذه الفترة. ولیکن © 
منحنيا قطبيا معرفا بالمعادلة: (6)/ = » . لنفرض أن (6.ن7) و4 ٠‏ (8):,./6 تطبين من بهذا النحنی 
حيث: 2# > 8 > >0. لإيجاد مساحة المنطقة © المحصورة بين قوس المنحنى 48 ونصفی 
المستقيمين: ۰0۸ 08] والموضحة في الشكل (۲ ,۰۱۸ نقسم المنطقة © إلى « قطاع منحني وذلك 
بتجر نه القوس AB‏ بالنقاط : بق ب ربك رربق > رمق ,بف رمق ع 4 إلى « قوس ثم وصل النقطة 0 
هذه النقاط.من اللاحظ أن الزوایا التی تحدد هذه النقاط هی على الترتیب: 


gn 


8 > ,0 ...0:۰۰ .= و6 » وآن مساحة القطاع المنحني المظلل في الشکل (۱۸,۲) ولیکن رکه 


تطبيقات في حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية 4 


والذي زاویته الركزية تساوي: 8 - ,۸0-0 محصورة بين القیمتین: 0( 
۳۹ حبث (:1)11 هي القيمة الصغری للدالة ۴ على الفترة ۵-۷] و (0/ هي 
القيمة العظمی هذه الدالة على نفس الفترة (لاحظ أن مساحة أي قطاع داثري طول نصف قطر 
95 1 58 | ۱ 58 1 3 
دائرته يساوي 3 وزاويته المركزية تساوي 7 تعطى بالصيغة: 0ه ) . إذن: 
AS; > 2 (۳9‏ > ۸۵ ۳( ۸ 


بملاحظة أن مساحة المنطقة © تساوی: ركم ١‏ ب 5 فإن: 


اد 
71 11 


۱ / ۱ 1 2 
2۷0 > > AS, > 2۶ ۱ A} 


[-<۲ اسر 


[<ز 
وعند‌ها: 0 و 46 «max‏ فان جموع ریات الأعلى 8 اخانب الأيمن من الماينة السابقة 
ومجموع ريوان الأدنى في الجانب الأيسر ينتهي نحو نفس النهاية والتي تساوي: 


مشال (۱۸,۲) 
أوجد المساحة الحصورة بين الدائرتين: 
0 < ۲ و (IA, 1)  <-28100‏ 


ال 
(۱ ,۱۸) بالمتشيرع: 
() 0ومعم2- ر ے 2 - ر + گر 1د ر + (1-) 
(لاحظ آن: 5-0 نقطة من نقاط النحنی: ۲200۵0 توافق 0-5 ). 


رس 1- *(1 + )+ مد 


(ب) 6 = ر کے 2y‏ کو 
(لاحظ أن ۲0 نقطه من نقاط النحنی: 25106- - م توافق 6-60 ) 
نحصل على نقطة التقاطع الأخرى للدائرتين خلاف نقطة الأصلء من المعادلة: 


sinê‏ - 6م226 1- - tangê‏ 2 جا 


وباج تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


لاحظ أن الدائرتين مت‌ائلتان بالنسبة لمنصف الربع الثاني. 


شكل (۱۸,۳). 


ادن المسا حة المحصورة بينهما تساوي: 
4sin ۵4۵-2] ° 0- 060‏ ° -وو2ك ‏ 210 
7 5 و 2ل 
4 4 
0 


- 2| 0-3 sin20 | 
2 


ج) حساب المساحة بين منحنيين قطبيين 
ليكن: (60 = ۰۲ (0) م = م منحنيين قطبيين يخضعان لنفس الشروط التي ذكرت في الفقرة (ب). 
إذا كان: (0)ع < (6) فان المساحة المظللة بين المنحنيين» شكل (4 ,۱۸) تعطى بالصيغة: 


1 


۵ (۵)- (۶)۵) ا 


تطبیقات في حساب التکامل باستخدام الا حدائیات الوسيطية والقطبية ۷١‏ 


شکل (؛ ,۱۸). 


مثال (۲ ,۱۸) 
آوجد المساحة الحصورة بين النحنیین: 
r = 39600 ۳6‏ ادا کال: ۲<3 
امحل 
المعادلة: 6 -* » تمثل دائرة طول نصف قطرها 6 ومركزها نقطة الأصل. 
والمعادلة: 38660 -+ أو 3= 6 ومن » تمثل مستقی| معادلة الديكارتية: 
2-3. 
نحصل على نقاط التقاطع بين المنحنيين» من العادلة: 
سا ویو نيب ووس گناس 
2 3 
المساحة تساوی: 


| 3, (G6-9sec” 068 


8 نيا 


ا 


۱ 22 
© ةا 9 - 366 ع ©6(16 (36-9sec*‏ 3 


3و جود 1 = وا 2.2 - 


8 


شکل (۱۸,۵). 


مارین (۱ ,۱۸) 


. آوجد مساحة النطقة التی محدها النحنی: + تصزوم- ر ,ع 3وممه دع‎ )١ 


۲ آوجد مساحة الشکل الحدود بالحور × وقوس السیکلوئید العرف بالعادلتین: 
—sinf)‏ )م X=‏ 
1-0057 = ۱ 
۳ آوجد مساحة النطقة الحصورة بقوس النحني: 
XxX = 41-514‏ 
س 


والقطعة المستقيمة الارة بالنقطتين الموافقتين: ۲=0» 27 = ] . 
)2 آوجد مساحة الشكل المحدود بالنحنی: 


X= 120051 (521وع-‎ 


(a <b > a)) 


y=a(2sınt —s1n2f) 
آوجد مساحة الجزء المغلق من النحني:‎ ٥ 


3 
dat 301 
۱ 


y=‏ 5 کے :ا 
3م +1 دم و[ 


3 آو جد المساحة القن نحدها منحنى القلب: (6ومع +1)متم . 


تطبیقات في حساب التکامل باستخدام الاحدائیات الوسيطية والقطبية ۳ 


۷) آوجد مساحة إحدى وریقات الشکل العرف بالعادلة: 0820ء4 ١=‏ . 
۸ آوجد مساحة الشکل الحدود بالنحنی: ۱040و 2 - ٣‏ . 
٩‏ آوجد مساحة الشکل الحدود بالمنحنى: 651230 -7 . 
)٠‏ آوجد مساحة الشکل الحدود بالنحنی: 2+50 . 
من ۳ ب ا E‏ 5 ی 
(۱١‏ آوجد مساحة الشکل الحدود بالقطع الکافی: 2 عع 35 = F‏ » ونصفي الستقیمین: 


13 3 
< 8 ه 


= 
2 4 


۷ اون مس اجه القطم الناقس :سم لیم 
او تن جيلع تكن 0 + | ea f‏ 
۳ آوجد مساحة الشکل الواقع خارج الداثرة: 2 <۲ والحدود بالنحنی: 


53ح قن = ۳ . 


۶ آوجد مساحة الشكل المحدود بالمنحنى: #رودوا كوت اكد بي (استخدم العادلة القطبية). 


الا جابات 
zab 6‏ 2 60 > بجر 3 ۳ (طرن2 بد )جر 
6a” (f‏ ۵( 2 وو ت 
a (A ۳ 7‏ 8 3 
4 
2 

017 اكات ووم 2 14-8۷2 ۲( ج 8 

04-32 8 


Ve‏ تطسقات فِ حسابت التفاضل والتکامل 


(۱۸,۲) طول قوس 
Arc Length‏ 


أ) طول قوس منحن معرف بمعادلتيه الوسيطيتين 
ليكن © منحنيا مستويا معرفا وسيطيا بالمعادلتين: 
SÛ)‏ 1ع نه)( ) و - x=) sy‏ 
لنفرض أن '0» 'ع دالتان متصلتان على هذه الفترة ولا تنعدمان معا (رب| تساويان الصفر 

معا عند أحد طرفي الفترة أو عند الطرفين معا مثل هذا المنحني يسمى بالمنحني الأملس. لنفرض 
أن المنحني © لا يقطع نفسه وهذا يعني أن أية قيمتين مختلفتين للوسيط ) بين 8 تحددان نقطتين 
مختلفتين على المنحني © (رب| تنطبق نقطة البداية للمنحني على نقطة النهاية). نجزئ القوس ,۸0 
شكل )١18,7(‏ بالنقاط المتتابعة: 

رد AA. ag‏ ...عق A= ASA.‏ 
الموافقة وعلى الترتيب للقيم المتزايدة: 

A=. sesli sisal <P 
. ال « قوس جزئي» حيث [-:1- زا ز۵1‎ 
.4 النقطة: ((:4)ع ,(:1))< بك على © توافق القيمة ;ا للوسیط‎ 


.)۱۸, ٩( شکل‎ 


تطبیقات في حساب التکامل باستخدام الاحدائیات الوسيطية والقطبية ۶:۷۵ 


“رمع -(ر0ع) + f(t)”‏ ۳( ۶)ع| بش نش | ۲ , ۱۸) 


لکن: 
g(t 1) = )1, ~i Dg (w;)‏ - (,1)ع f(t) f(t (< ~t f(A),‏ 
(حسب نظریه القيمة التو سطه» حيث ۸۱۷ حصو رتان بين E‏ 


بالتالي فإن: رل (( ;)چ + ((2) )=| بش4 ریش | 


عت دما ینتهعی تنظیم التجزكة نحو الصمر 0ج :۸1 185 فان غاية: 
| ۰۱ ۲ ال < (مجموع أطوال أضلاع الضلع الرسوم على المنحني)؛ تسمی بالتعریف طول 
1= 
قوس المنحني 0 الواصل بين النقطتين ۰۸,8 ويساوي: 
2 8 2 م 
(F(0) +(g (0) d= | 2 1‏ ا (۱۸,۳) 
dlt‏ 7 7 


(رمزنا لطول القوس بالرمز ا) 


dt 


ملحوظة (۱ ,۱۸) 
نعلم أن طول القوس الواصل بين النقطتین 
oJ. BOF (۰ 8))‏ و 60(۰) Aj‏ 
حيث ا قيمة للوسيط ويوافقها نقطة على المنحني © » يعطى بالصيغة: 


4(4) 4 

dt dt 

تصبح الصيغة (۱۸,۳) على الشكل: 

)۱۸, ۵( 1] ds= | (+ 0۵ 

إذا لم يكن قوس المنحني آملسا بل اتحادا لعدة آقواس متتابعة كل منها آملس بنفسه. فبالتعریف» 
طول هذا القوس يساوي مجموع آطوال هذه الاقواس. 


2 2 
ds _ 2 2 di = Js = 
dt 011 


مفال ٤(‏ ,۱۸) 
آوجد طول محيط الدائرة: 


تو ے ر + 2× (۵ (IA,‏ 


ال 
۲ ی جنس 
(1A, 1) y=asint «x =a cost‏ 
[ 7 2 ,00| ع ] 


شکل (۷, ۱۸). 


نسمي العادلتین (1 , ۱۸ بالعادلتین الوسیطیتین للدائرة . 


AT 2‏ 
مه ا لالظ غ آن: 2772 - 4 sin” ۱۵ = a‏ ذن + كوون a*‏ ۱ ۱ 
0 0 
مثال )۱۸,٥١(‏ 
آو جد طول قوس السبکلوئید: x= 2(0 -sint) , ¥y=2(l-cos0)‏ 


الوضح في الشکل (۱۸,۸). 


تطبيقات في حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية VY‏ 


الحل 


من الواضح آن: 
بو وب 9 ۱ یپوت او کک 
dt dt‏ 


وأن نقطتي تقاطع النحني مع المحور × يوافقه| 27 = ] ,420 إذن: 
0 2 27 
ft +sin*t df‏ “هون + 051 1-2 ]2 +sint di=‏ “مومه -1) ]و 0-21 و و 1 و 
0 0 0 


8-1 -1( 16 


3 22 / 25 
- 2 [/2-2cost 2:-4 | جوزو‎ dı = 4Z 
0 0 1 لا‎ _ 


2 0 


( لا حظ آن؛ > 2s‏ = 7 -1) 


شکل (۱۸,۸). 


ب) طول قوس منحن معرف بمعادلته القطبية 

لیکن 6امتحنيا ميا (أملجيا لا یقطع نفسه) معرفا بمعادلته القطبيية: 0)/ = ۰7 حیث ؟ 
اجا عل الفارة يو و مشتش ستها متصله عل .ده الفترة. 

لیکن 48 قوسا من هذا المنحني نقطة بدایته ۸ محددة بالزوج المرتب ( © ,8)» ونقطة نبايته 8 محددة 
بالزوج المرتب ( 8 ,0). 

نعلم أن © يقبل ال: ثيل الوسيطي: 751۸0 = ر , ۲27۵۵۵0 


VA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


B(b,B) 


شکل (۱۸,۹). 


ونعلم أن 1 طول قوس المنحني» يعطى بالصيغة: 


2 dê 


r عر‎ HORSE 1. 
dO 010 


)۱۸,۷( 


لکن: ۰ 60۹0-10 ع ۲ = 


و بر ۳ 2 = ]ع E dy‏ ۴ 
ادن ہو اب عم كك 
Ed ۴‏ 


مشال (" ,۱۸) 


r= f(O) =a(l +cos@) , نع‎ <0 


تطبیقات في حساب التکامل باستخدام الا حدائیات الوسيطية والقطبية ۷۹ 


الحل 
من الملاحظ أن المنحني متماثل بالنسبة للمحور × لاحظ آن: (0) ۴ = (۵-) . 


شکل (۱۸,۱۰) . 


یکفی أن نحسب نصف طول قوس النحني على الفترة [0,7]» ثم نضاعف 
قيمة الناتج. إذن: 


۳ م ۳3 
+sin” O 0‏ (0ومن + 1) ]26 ۵ 2+ 2 2 در 
0 0 


7 / 
وو 2 = هونن +13 ) 


( لاح ای 9 وم 2 = 0920 + 1 م 


0" 
اه 
îr 3 5111 7‏ 
وح ا2و ]عد - 06 ۶ توهمهدل |2 = 
ار 1 2 1 


1 
2 0 


EA‏ 7 تطسقات فِ حسابت التفاضل والتکامل 


مارین (۲ ,۱۸) 
آو جد طول قوس کل من النحنیات العرفة فيا يلي» والحصور بين النقطتین الوافقتین 


للق 5 المر فشتين: 
١‏ وزج - ۲ ((۱< ۵6 , 37 < 68) 


؟) 2005-0521 x=‏ 2510-5102 بر )0= , 27 -< ۸) 


آوجد آطوال آقواس کل من النحنیات التالية ضمن الشر وط الرافقة: 

)قوس القطع الکافی: £ 4= م الحدود بالستقيم العمودي هل الحور القطبي والار 
بالظب: 

“)قوس الخلزؤن اللوغاريتمي: 2-629 والواقع داخل الدائرة 1 <2. 


الاجابات 
37 
0 سس 
( 3 
(16 
۳( املق 5/ 


44 In3) )6 
21/2 + 12 + 1([ (° 


۳ 


تطبيقات قي حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطسة SA‏ 


(۱۸,۳) الحجوم الدورانية 


The Volumes of Revolution 


أ) الحجم باستخدام الإحداثيات الوسيطية 


مثال(18,1١)‏ 
أوجد الحجم المتولد من دوران الدائرة: ھت بوب * بز 
عند دوارتها حول المحور J‏ . 


ل 
تقبل الدائرة التمثيل الوسيطي: 5117 4 = ,عم 4= × 

(راجع المثالين: (۱ ,۱۸) و ٤(‏ ,۱۸)) 

من دوران ربع القرص الداثري الواقع في الربع الأول من الستوي حول الحور ( تحصل على 
نصف حجم الكرة. بالتالي» فان حجم الکرة يساوي: 


2 2 
V = 27] > ly =27 | a cost ‘a cosStdt 
0 10 


بإجراء التغير: 1= /2أو » نجد: “1-1 ع )كمأو - 1ح 1 “ومع , du = costdt‏ 


ار 1 
إذن: 5-0 و ب ۸ 7۳7 = ۳( * 1 - 0 = ۷ 

8 ها 3 

ب) الحجم المتولد من دوران قطاع منحني محدود بمنحن قطبي 

ليكن © قطاعا منحنيا محدودا بالمنحنى (0)< 0:۳ والمستقيمين: =0 و /-<۰0شکل 
(1 ورا )حصي ۰ 
> 8 > © > 1:0 دالة متصلة على الفترة [7/,©] وغير سالية والمنحني 0 لا يقطع نفسه 
(رب| تنطبق نقطة بدايته على غبايته). 
الحجم الناتج من دوران 0 حول المحور القطبي» يعطى بالصيغة: 


AY‏ تطسقات فِ حسابت التفاضل والتکامل 


O<a< Bsr 


شکل (۱۱ ,۱۸). 
۳ 

۳۷ => sin 6 6 
1 LF 


مثال (۱۸,۸) 

أوجد الحجم الناتج من دوران المنحني (50هء+ ٠١ = ٠)1‏ عند دورانه حول الحور القطبي. 
الحل 

نحصل على الحجم المطلوب من دوران 
لصف الكازدرقيد العلوي حول اجو 
القطبي. بالتالي» فان الحجم يساوى: 


شکل ا 
| 2707 27 
(-sina10)‏ (0050 +1 | - = 91600 3007 | > = ۳ 
0 0 
تم _ | 50م +0 تمرح _ 
u‏ 4 ۳۹۹ 


تطبیقات في حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية AY‏ 


مشال (۱۸,۹) 


أوجد الحجم الناتح م من دوران جزء المنحني: 
020 ح 1 والواقع في الربع الأول عند دورانه 


ال 


شکل (۱۸,۱۳). 


| دا 


511678 دم ی = 6۷/6 sin‏ > ۳۳5 


سل اه êasê‏ ی = 20 11۱و ) 


| دا 


ادن 0(cos@@)‏ کم 0 sin‏ 1 بر 


E sin 001 - ای وی )8 وزع‎ O) 


داه 


2 ۳ 


عة( 1_1 )157 - 
7 5 


5 ۱5 TY 5 


1 6r sinî © sin 3 
۸0 
) du 190و > ۵50 ع‎ = ı1 (و ضعنا:‎ 


(لاحظ أن نقطة بداية القوس يوافقها: 0 = 0 ونقطة النهاية يوافقها ِ 


مشال (۱۰ ۱۸) 
آوجد الحجم الناتج عن دوران النحني: 0 20 = مر » عند دورانه حول الحور ل. 


cA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


شكل (18,14). 


الحل 
النقطة (7)7,6 النسوبة إلى المحور القطبي ۰0۸ تصبح دا نسبت إلى المحور القطبي 08 العمودي 
على ۰0۸ بالصورة: (۲),۵ حيث: 206 = م شكل ,1٩(‏ ۱۰). بالتالي فان المعادلة القطبية 
للمنحني تتحول إلى الشكل: 

02 20 = (2- 2060500 سا وهي نمثل دائرة. 


(لاحظ أن: خمنومملف+ 6050605 - (5- )0۵ ( 


اذن: الحجم الناتج من دوران الدائرة حول ۰08 يساوي: 


ا بت 7 7 
417 ۱ )| ترم كل - ملم ثمزه | "مه حت = ملمدنه مگ 
2 3 3 3 
0 0 0 
dr ۲ 1 + 4 4m? ) 3 in4 7‏ 
27a”‏ - | گت + مونیه م3 | 2 دنا شش بمووو ۱-2 | 


ل * ۱ 0 


تطبیقات في حساب التکامل باستخدام الاحدائیات الوسيطية والقطبية ۶:۸۵ 


۱ آوجد الحجم الناتج من دوران النطقة الحدودة ۹4 
( و حل لحجم لناتج من دوران لمنطقة لحدو دة بالسكلو ثيك ب ع 
عند دورانها حول: 
(0) المحور× (ب) الحورب (ج) مور التمائل لهذا النحني 
۲( آوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة الحدودة بالنحني: 
0 ۶ 25107 ز عند دوراعا حول الحور ۷. 
۳( آو جد الحجم الناتج من دوران منحني القلب: (0۵50 +۸01 < » عند دورانه حول الحور 


X= a(t -111/( 


 روحلاو‎ >» 


القطی . 
ع( آوجد الحجم الناتج من دوران النحني: 0 ۰۲-۰05۶ عند دورانه حول الحور 
القطبى . 
الإجابات 
23 3.3 ذزى ذه 
)حول ×: 37-2 حول ۷: 8 ۰67۲ حول مور التاثل: 10- e‏ 
۲ 3 277 3 
100 
۳) *- يمر ند 
3 
ةك 
1 2 


٤(‏ ,۱۸) السطوح الدورانية 


The Surfaces of Revolution 
أ( مساحة السطح الدوراني باستخدام الإحداثيات الوسيطية‎ 
لو آعطي المنحني © في هذه الحالة» بمعادلتيه الوسيطيتين وبنفس الشروط التي ذكرناها على‎ 
۷ - النحني في البند (۱۸,۲) (النحنی آملس ولا يقطع نفسه) وفضلا على ذلكء إذا كان 0<()ع‎ 
فان مساحة السطح الدوراني الناتج عن دوران القوس ۸8 حول الحور × تعطی بالصيغة:‎ 


A1‏ تطبیقات في حساب التفماضل والتکامل 


مشال (۱۸,۱۱) 
أوجد مساحة الكرة الناتجة عن دوران نصف الداثرة: 
ست تن حول الحور *. 
ال 
تقبل نصف الدائرة التمثیل الوسيطي: 
asint « x = acost‏ = ۷ ( [جر,0]ح (r‏ 


فمساحة الكرة تساوي: 


72 
کب‎ | x ۹117 7 sin” 


0 


5 
+a c05 fit 


8 
sint dt = 2ma*[-cost]f - 47a‏ | 277 = 
0 
تال ( ۱۲ CA;‏ 
۱-1-۷ ۱-1-05 ۰ عند دورانه حول حول غائله. 


ال 
معادلة حور تمائل الشکل: ۲-7 

التوسط الحسابي لنصفي فطري جذع الخروط يساوي: د-# (بعد ۴ عن حور 
الدوران). (انظر الشکل (۱۵ و ۱۸)). 


شکل (۱۵ ,۱۸). 


تطبيقات في حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطسة ۷ ۶ 


بملاحظة ان السطح یتولد من دوران القوس 6 ول محور عالت فان؛ 


7 3 2 
۱ 2) dı= 27 | (=1 +sin(2sin dı 
dt : 2 
ا‎ 


۷ دمل ۱ e:‏ ای 2 : 
1 ما سس 1 ا سب - 00 سب ۱ سح خخ سب 
2s ۳ 2 5112 - 1‏ (2 7( 201-07 = ۲0 جزه + ۳( ومع -1)| 


سق 


: ادن‎ 
۲ 7 
gi 27 | sin 41-2 | rsin 2+ 2| sintsin dı 
2 2 2 
8 8 0 
/ 1 رم‎ |] 1 
٤ 9-0 )ت(‎ | sin 4۱ خومع2--‎ - 2 )۱( 
1 2 ١ 2 24 ۱) 
۱ 0 


وت ۳۳۳۰ ۱ 3 ۱ 556 
du = 51-0 ۰‏ ج حوون 2- د ۰۷ درت إل داق إذن: 
«- 2 2 
1 1 1 4 
dt‏ خوهه |2 + «a= 7 ER‏ | - 10۷ ح ]6 sin‏ | 


و 
م +4 نو 4 د ووج 2 = 
2 2 


و ملك . 
1 7 
ره 1 گل . 
+4s1n—| =4‏ كُومه 4-2« | 
وا وا 2 
e 9 1 1 3f ١ 1 . 3N‏ 
(ج) خورزو 2 sin‏ اع خوونع ون اعد ۳ 
۵ 2 3 2 2 2 2 2 
0 8 
۲۳ 
2 
(للاحظ أن : ( + )و۵( مم = ۷ 5111 5111.۲ ) 
ادن: 
3 2 
م تمه - | ب وه )مه - ؟ 


ب) مساحة سطح دوراني باستخدام الإحدائيات القطبية 
مثال (۱۳ ,۱۸) 

آوجد مساحة السطح الناتج من دوران نصف الدائرة الوضحة في الشکل 
(۱ ,۱۸ عند دورانها حول الحور 1. 


SAA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


اتشان 
من الواضح أن العادلة القطبية لنصف الدائرة في 
الشكل »)۱۸,١٠١(‏ هي: (0,) = P‏ 
r= 2d 06‏ [0<0< 5 )ء 7 
نعلم ال مساحة السطح 


الدوراني تعطی بالصيغة: 


/ 
yas‏ | 27 = 5 (دوران حول الحور ) 


بالتعويض عن " بقيمتها بدلالة 
(8.) وكذلك عن ۰05 بجد: 
۳ 


= 2 | rosin + Fy 0 


0 /۶ < 9 < ۵ 


شکل (۱۷ ,۱۸). 


حيث © قيمة 0 الوافقهء للنقطة ۸ (نقطة البداية للقوس).ء م قيمة 0 الوافقة 
للنقطة 8 (نقطة النهاية للقوس) شكل (۱۷ ,۱۸) . بالتالي» فان 5 في مثالنا تعطى بالصيغة: 


cos@sing Ad * cos? @+ 4d * sin” 0‏ 24 | 27 ا 
1( 
(0/0دمی)صزه ] 5٩11۳) 05 6 O) — 8a1?‏ 7 | 2 5 
0 8 


E 


= > 
0 


) du ح‎ cos Q10 <= u = S110 (وضعنا:‎ 


— Rl 2 sin 89 


تطبیقات في حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية ۸۹ 


لاحظ أن * 477 مثل مساحة الكرة الناتجة من دوران نصف الدائرة حول المحور ×. 


تمارين 3 (IA,‏ 
)١‏ أوجد مساحة السطح الدوراني الناتج من دوران قوس السیکلوئید: 
(8#مع-1)ه ع نر , اقا )قن جع 
عند دورانه حول: 


۲( أوجد مساحة السطح الناتج من دوران المنحني : 
)27 0051-008 2 أن X=‏ 
a(2sınt - 51۳02‏ د y‏ 


عند دورانه حول الحور ×. 
۳ آوجد مساحة السطح الناتج عن دوران النحني: 060 2*6 - ۲۶ عند دورانه حول الحور 


القطیی . 
0 آوجد مساحة السطح الناتج من دوران النحني: (0050 +2001 < 7 عند دورانه حول 
المحور القطبي. 
الإجابات 
۱ ا 5 كن 
حول : دي جر6 1 
۱ 3 
حول المماس و 
۲( ج مد 
يت 


(لرعن 


نماذج اختبارات 
النموذج الأول 
اختبار نبائي 


الجزء الأول: ضع رمز الإجابة الصحيحة في الربع القابل للسؤال 
١)مجموعة‏ حل المتباينة 10< |×-2| هى: 
)|( (12,8] (ب)18 )+( (126]ن[8,مه) (د) [8سرمم] 


5 3 
۲)النهاية E‏ 0 ساوین: 


27 
+19 “يرع نج 


(0) ۱ (ب) 1/3 (ج) صفر (د) 1/2 
لقيال و قاری 
مسن ”> يون 
)0( غير موجودة ‏ (ب) 2‏ (ج)4 (د) صفر 


کک 2 
٤‏ )النهاية ۳ 9 ٣اا‏ تساوى: 
و ل از 


(۷) 3 (ب) غير موجودة (ج) صفر (د) 3- 
٥دا‏ كانت ×2 = (1 و × = (:)(ع10) فان (4)ع هی: 


۱۱۱۱۱1 1 ۱1 Û 


46 (ب) 2 (ج) 6 (د) 8 
7 الدالة = (×) ر غير متصلة عند × تساوی: 
x7 +1‏ 1 
 11(‏ (ب)1- (ج) (1,۱-) (د)0 


3-9 تطبیقات في حساب التفاضل والتعامل 

3x <a ۵ 5 5‏ 5 5 
۷ قيم + التى تجعل الدالة ر ۰ ()/ متصلة على 1۸ هى: 

3 XH X> A 3 

5 )1,2( (ب) (1,0-) (ج) (2,2-) (د)‎ {0,1} (Î) 
f(x) = x|x| )عند 0 = × تکون الدالة‎ 

() متصلة وقابلة للاشتقاق (ب) قابلة للاشتقاق ومتصلة 

(ج) متصلة وغير قابلة للاشتقاق (د) قابلة للاشتقاق وغير متصلة 01 أ 
-) "] للدالة کد( هی: 


دين 
()10 (ب) 15 (ج) 3 (د) 20 ا أ 
١‏ معادلة اماس للمنحنی: ‏ < ر عند النقطة (3-,2-) هي: 
2x +7 =0 )(‏ + ۷ (ب) 0= 7+ ۷-2 
(ج) 3-7-0 -ع (د) 0= 2+7 +29 |[ أ 


2 
انز صا تساوى: 
ور x40 tan”‏ ۱ 


(آ) مه (ب) 7 (ج) ۱ (د) ۰ 
9 


۲ کانت 1+ *+ +همذولد- (د)م فان (0)'+ هي: 
+ 2 چ2 (د) 0 
۳۴ کانت )g)((‏ = عط و 6= (3)ع و4 - (3)'ع و ۴')3(=2 
و 6(<7)" f‏ فان (3) 1 هي : 
(آ) 8 (ب) 16 (ج) 28 (د) 24 
6 کانت 7/2 = 00:5 ۷ + رومع × فان 4 عند النقطة (0.2) 
هی 0 2 (ب) صفر (ج) (د) 1 
۵( ۴ للدالة ×2 566 = (1 هي : 
2x Cth” 2x +1) (Î)‏ م456 )ب( )1+ 2 2x (tan‏ 2566 
(ج) (1 - 2x‏ تما 9-6 (د) 1 + AA” 2x‏ 
۲ )القيمة الصغری الطلقة للدالة 7 + ×12 + 15 - 43 = () 
على الفترة [0,3] هي : 
() 4 - (ب) 0 (ج) 3- (د) 3 


نالا لا لا لا لا 


نیاذج اختبارات 4۳ 


1 
3x 


۷) الخطوط التقاربية الرأسية للدالة = )م هی: 


ات چ 
Û‏ =¥ 


() 1 < ۲ (ب) ا (ج)0=× (د)1-=×x‏ 


١8‏ ) عند مسق يكون للدالة ×2 ومع + × = («)1 قیمة: 


سم شا (ب) عط قلا 
لج سكرى مالقا (د) عظمی مطلقة 


4) الدالة x‏ تصق = ‘f(x)‏ 
(أ) تزايدية على (*,0] وتناقصية على (* ,0) (ب) تناقصية (ه ,1-] 


لا لا لا 


(ج) تزايدية على 1 (د) تناقصية على 11 
۰مرکز القطع المخروطي 5= و2 + “ر - ×4 هو : 
DG) )1.1( )[(‏ (ج) (1,2-) (د) (0,1) 


الجزء الثاني: آجب عن الاسئلة الاتية: 
۱ كانت 8×۶ - 4 - (10 آو جد: 
() النقاط الحرجة (ب) فترات التزاید وفترات التناقص 
(ج) نقاط الانقلاب (د) فترات التقعر إلى الأعلى والتقعر إلى الأسفل ثم ارسم النحنی. 
ا 1 
)حل التباينة 1 > تك 
۳) یتمدد متوازی مستطیلات معدنی باطرارق فاذا كانت قاعدته مربعة الشکل ويزيد طول 
ضلعها بمعدل سم بت ویر ید ار تقاعه بمعدل 5سم/ 3 فأو جد معدل تعیر ححوه 
في اللحظة التي يكون فيها طول ضلع قاعدته مساويا 12سم وارتفاعه مساويا 25سم. 
( أوجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما (2,1) و (3- ,2) وطول محوره الأكبر 6. 


CG‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتعامل 


اختبار نبائي 


الجزء الأول: اختر الاجابة الصحيحة للأسئلة من ۱ إلى ۱۳ وضع الرمز الوافق في الجدول التالي: 


FF | ARF Se 5015 3 | 


ا | 5 ۱۱۱۱۱ للك اك كك 


۳ 
السؤال ۱ وول التياية 0> 2 2 
(Î)‏ (مه,2]ن [0,1) (ب) [1,2) نا (0,م) 
(ج) [1,2]ن (0,) (د) (2,0]ن (0,مب) 
السوال ۲: مجموعة حل التباينة × < |2-1| هي: 
)1( ,2]ت[0,1) (ب) [,1-) 
(ج) [1,1-] (د) لا شيء ما ذكر 
السوال ۳: جال (نطاق) الدالة سب مود ]د وم 
(1) (1,م) (ب) 4 
(ج) (1,0) (د) (1) 
السؤال ٤‏ : إذا كان ۸ هو حال (نطاق) الدالة ۴ وکانت ع دالة معرفة کا يلي: (10 . ()۴ = ()ع.فاذا 
رمزنا لمجال (نطاق) ‏ بالحرف 8 فان: 
=A (Î)‏ 8 )ب( A‏ م 8 
(ح)۸ ¢ B‏ (د) ۸۵ B= Ax‏ 


وله رس 4= G+‏ لا عن عل نه ا 15 r ek‏ 
السؤاله: كي نثبت أن ۲ عن طريق التعريف (باستضدام 6 و 6) فإنه لكلل 
0 < ع نأخذ 6 بحيث يكون: 
(0>8>10 (ب) <= ۵ 


)>( 0۱1.261 (د)ع3 - 6 


السوّال ۱ : 


السوال ۷: 


ناذج اختبارات ۶۹۵ 


tan 2x 


2 ip 
هي‎ ۱ x40 tan 3x 
: ھی‎ limo x+2 vx) 


ااا وح ۱ نت 


(أ) ۷2 (ب) صفر (ج) مه - مه (د) مه 


السوّال ۸: مجموعة حل المتباينة 4 > |7-×| > 0 » هی: 


(3,۱۱()0-) (ب)[3,11-] (ج) [3,11] (د) لا شيء ما ذکر 


السوال :٩‏ من العلومات الاتية: 


السوال ٠١‏ : اذا كانت الدالة ع معطاة بالصيغة: " 


السوال ۱۱: إذا كانت 


فان ((1)0)ع هي : 


360 (ب) 7 (ج) 8 (د) 1 
3 ا 21 و تاج 
- 0 فان مدی ع هو: 
,6 
(Î)‏ 8 (ب) [6,مه-) (ج) (6,مم) (د) (6) با [6-,مه) 
16< وا ع ونقان ف عر الم OS A‏ ذا 500 
 )( ۱‏ ۽ فال قيمة > لتى جعل ۱ 8 موجودة هي : 


20 (ب) 4- (ج) 16 (د)‎ 4 (Î) 


السؤال ۱۲: إذا كانت × + 2-3 («)1 وكانت × + 7= (×)ع فان منحنی الدالة ع يمكن الحصول عليه 


بإزاحة منحنى الدالة ۲ 


() عشر وحدات إل الین (ب) ثلاث وحدات إل أعلى وست وحدات ال الیسار 
(ج) عشر وحدات إلى آسفل (د) عشر وحدات إلى أعل 


السؤال ۱۳: إذا كانت 1 + ×2 = ()1 فان: 


(أ) النقطة التي فیها 3 = ر ,7 - × موجودة في بیان (رسم) الدالة العکسية 
(ب) النقطة التی فیها 7 < ر .3 = × موجودة في بیان الدالة العکسية 
(ج) الدالة العكسية غير معر فة 


643 ا ده بل( 
” 211 


f )( 


۹٦‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ا لحزء الثانی: أجب عن السؤالين الآتيين فى الفراغات المعطاة 
السوال 4 :١‏ برهن أن ۱1051907-0 
۱ (ألجبتر 


السوال ۱6: آثبت آن: 5 - 3«- 8 حادية (متباينة) وأوجد الدالة العکسية. 


نمادج اختب ارات ۶۹۷ 


النموذج الثالث 
اختبار نهائي 


اختر الاجابة الصحيحة للأسئلة من ۱ إلى ٠١‏ وضع الرمز الوافق في امحدول التالي: 


ليت إا ا * 1 ۵2 ۱۳:5۲ 
لإ لإ لإ ا )ا نك كك اك كك 


اساصة | | ]| | | | 1 


۱) نقاط الانقلاب للدالة 2«3- ٩‏ - :)مر هي: 


(أ)(1-,1) ,(0,0) (ب)(0,1) (ج) (1,1) (د) (1,1-) ,)0,0( 


3 4 
۲) الدالة ۴ : و د مغ اید: غا : 


() (,1]ت2,01-] (ب)0,11] (ج) [2- ,مه-) )د( R‏ 
۳) ميل الاس للمنحنى:1-< مها = ر + ()«زه عند النقطة (1- ,0) هو : 
r (Î)‏ (ب) 2 (ج) 1- (د) | 
5) الستقیات المقاربة للمنحني: 1 1 هه = رهي 
(ً) دير دير (ب) جح ور دير 
(ج) دب (د) << -« 
اع ۶ 


5 = ()/ » فان ۴ متصلة وغير قابلة للاشتقاق عند 1 = × عندما: 


۲ إذا كانت‎ ٥۵ 
)۲۳ +1(2:- ۸ ۲ > 1 


k=1 (Î)‏ « محا (ب) 0حما (ج) [- (د) لا شیء ما ذکر 


1 
7) النقاط الحرجة للدالة f‏ حيث: 4(3+ )2۲ = (د) کی اهی: 


۹۸ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(آ) 4- (ن)3- (ج)0 (5) قدو 
۷ للدالة ی حیث: 6*۶ + 8 - 3 () زر قيمة صغری محلية عندما: 
() 1 (ب) 20 (ج) .20 (د) لاشیء ما ذکر 
۸ اذا کانت = فان المشتقة الخامسة (2) (0) تساوی: 
)8 (ب) 15- (ج) 0 (د) 2 


: يساوي‎ si القدار )ہن‎ ٩ 


(Î)‏ 7/3 (ب) 2/3 (ج) 0 (د) لا شیء ما ذكر 
tan 2x 9‏ 
۰) لذا کانت " " 3 20-4)/ » فإن قيمة ‏ التی تجعل ۶ متصلة عند 0=× هي : 
20 ۶2۶ ۱ ۱ 
(أ)3/2 (ب) 2/3 (ج) 0 (د) 1 


۱ القيمة العظمی الطلقة للدالة ؟» حیث: × ومع + ««زه = 100 على [0,27] هي : 
(ا) 0 (ب) 2 (ج) 2ل (د) ۱ 
۲) الدالة ق حیث: 5+ 2+ د( ر مقعرة لأعل عل: 
()(10) (ب) 8 (ج) (0 ,1()0- ,مم) (د) (1,0) 


۳ کانت: حصا ع (ب) 3,۴ + لدع ( )ع ء فان المشتقة امه تساوی: 


() ۶ (ب) له (ج) ۱/2 (د) | 
6 ) الستقیات القاربة للدالة f‏ حیث: کا هی: 
١ x +1‏ 
x= 0 (Î)‏ (بت) ۶0 ۷ (ح) 1 < ۷ (د) 1+ - ۷ 


۵ )المقدار 3 tan(cos‏ يساوي : 


() 4/3 (ب) 4/3 (ج) 4/5 (د) 0 


نراذج اختبارات ۹۹ 


١‏ ضع علامة لا على التقرير الصائب وعلامة × على التقرير الخاطىء: 


إذا كانت 0=(ء)'۴ . فان ((ء)۴,ء) نقطة انقلات للدالة ۲ 
إذا کانت ۴ فابلة للاشتقای عند  »‏ فإن ] متصلة عند ه 
| اذا كانت » نقطة حر جة للدالة ۴ء فان 0-0)') 


ادا كانت 1 متصله على (8,6) ۰ فان للدالة ۴ قيمة عظمی على (2,0) 
إذا كانت ع .1 متصلتین عند ع » فان ع . ۴ متصلة عند ه 
إذا كانت (0)] قيمة قصوى محلية » فان » نقطة حرجة للدالة 1 


dy 
کي بت لکا اا‎ ۷ 
عون يلي‎ ° ( 


y= 1+ ۳ (i)‏ (ب) )1 cos* (x + tan‏ ڪل 


Û * ê‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


النموذج الرابع 
اختبار نبائي 


الجزء الأول 
ضع رمز الإجابة الصحيحة للأسئلة من ١‏ إلى ٠١‏ في الجدول الآتي: 


SRD DGI 
0-1 | | | | | | | | | سصية‎ 


س۱) مجموعة حل المتباينة 9 < |1 - 57| هي: 


() 2 ,8/5-) (ب) [2 ,8/5-] - R‏ )ج( 8 (د) 4 
س ۲) حال الداله زد +1ل = f)‏ هو : 
R (Î)‏ (ب) (1,م-) (ج) زمه ,1-] (د) غير موجود 
س۴) الدالة العكسية للدالة ا هي: 
(1-x)/x (Î)‏ (ب) (×+1/)1- (ج) 1+1 (د) لا شیء ما ذکر 
we o 2 N‏ تا واه مر ا 
0 ادا كان = سے 1 2ك 1 1 رز تسا 0 
بسحي ون ون O TO‏ 2 لضا 
)|( 3/4 (ب) 4/3 (ج) 26/9 (د) لا شىء ما ذكر 
و 
س ة) حل المتباينة 1ج لت مو 
1 3-1 با 
() (مه ,0] (ب) IR‏ (ج) 4 (د) (0,) 
س") الشتقه الثانية للدالة f‏ حیث: ×2 005 = ×2 زو = ()] = نلإهى : 
4 ب (ب) ر (ج) 4۷- (د) 4y‏ 
32-5 < 2 


۷ * القطع ال اکد الد مسخقداه القاه بان" 1 
می عكر القطع ی 


(آ) (3,5) (ب) (1-,1) (ج) (3,5-) (د) (2,3) 


(أ) مه (ب) میب (ج)0 (د) لا شیء ما ذکر 


(ج) 1- (د) مه 

() 0 (ب) مه چ 2 )أطي هجیدخ 
س١١‏ ) المشتقة العشر ون للدالة ؟» حيث: += 0 » هي : 

(0 2117 (ب) 0 (ج) (د) 3/20 
س۱۲) ميل المياس للمنحني: | = ۷ + (ر×)صه] ؛ عند النقطة (0,1) هو: 

2 (ب) 3 (ج)1- (د)‎ 1 (Î) 
س۱۳) الدالة 1 حیث: > = ار عقن نظرية القيمة العو سطة عل القترة:‎ 

R (Î)‏ (ب) [0,2] (ج) [0,1] (د) لا شیء ما ذکر 
س 5 )١‏ إذا کان: lx‏ مها = f(x)‏ » فان المشتقة (1)' 1 تساوی: 

1/2 (ب) 1/4- (ج) 1/2- (د)‎ 1/4 (Î) 
(عر) گر هو:‎ = I+sinx الستقیم القارب الافقي للمنحني:‎ ) ٠١س‎ 

() ۷-1 (ب) 20 ۷ ۱ (ج)1- دع (د) 0 x=‏ 


3 
= ()/ متصلة عند 2=× هي: 


(أ) غير موجودة (ب) ۱2 (ج)3 (د) 3- 
س ۱۷) للدالة ارك = تقاط حرجةا عفلاما تكرة: 
(أ) x=-1, x×=0‏ (ب) 20 رح) 1 x=‏ (د) 4= ,3 - x‏ 
س‌۱۸) القيمة العظمی المطلقة للدالة: ×وهء - ×مذء = (10 على الفترة [7 ,0] تساوي: 
() 2- (ب) ۷2 (ج)2 (د) 2 - 


۲ ۵ تطسقات ف حسابت التفاضل والتکامل 


س۱۹) أكبر مساحة لستطیل محيطه 36 سمء هي : 


(Î)‏ 81 (ب) 89 (ج) 102 (د) لا شی» ما ذکر 
س۲۰) إذا کان: 1(=7)ع ,8-(1)5 ,۴')7(=2 ,3-(1)ع » فان (۱) (ع10) تساوی: 
() 6 (ب) 12 (ج) 14 (د) ۱6 
الجزع الثاني 


اكتب الإجابة المناسبة بجانب كل فقرة في السؤالين التاليين (بدون شرح): 
السوال الأول: إذا كان *× - ×2 = 60 ؛ فإن: 


فترات التزايد هي : 
فترات التقعر نحو الأعلى هي: 


نقاط الانقلاب هى: 
فيم * التى يكون للدالة عندها قيم عظمى 


السوال الثاني: إذا كانت معادلة القطع الکانیء هي : 
وت ×4 = 2y‏ + كو فان: 


منحنیه البیانی مبینا عليه العلومات السابقة هو: 


آجب عن السؤالين التالیین إجابة كاملة: 
السوال الثالت: انيت باستخدام التعريف آن» مشتقة × «زه هی × 0۵ه. 
dy‏ 


5 ام 2 ما +23 2 E a e‏ ا 
السوال الرابع: نقطة تتحرك على القطع الناقص: 3 < ۷ + دا كان 2ع او سل 
النقطة (1,1). 


النموذج الخامس 
اختبار نهائي 


الجزء الأول: ضع رمز الإجابة الصحيحة للأسئلة من ١‏ إلى ۲۰ في الجدول التالي: 


س١)‏ مجموعة حل المتباينة: 0< 1-5 » هي: 

IR-—{0} (Î)‏ (ب) (0,1) )+( IR‏ (د) (1,مم) 
س۲) مجموعة حل المتباينة 5 <|7++3]| » هى 

(آ) )8 ,2/3 (ب) [2/3- ,4-[- IR‏ (ج) IR‏ (د) (4- ,مم) 
س۳) جال (نطاق) الدالة: ج ا »هو 

IR-{2,3}() 18-23 ()‏ (ج) 18 (د) ( ,3) 


س4) |ذا کانت - («)1,۶ +ع = ()ع فان جال (نطاق) لك , هو: 
ار 4 
IR-—{0} )(‏ (ب) 1۳-00-1۱ )>+( (0)-(1,۰0-) )د( IR‏ 
س٥‏ ) إذا كان: 8+5 - )> » فان ماع تساوي: 
د اسن (ب) 3جبو/۱ (ج) غير موجودة (د) 3 -(8-) 
4 - 3 س 


: 4 (٦ 
مرب أي‎ 02 


)أ( 1 (ب) مه (ج) 5/2 (د) 0 


عد ح tan AX‏ ' 
E E (۷‏ ا 
س E:‏ اج : هي 


(1) ۱/3 (ب) غير موجودة (ج)0 (د) 1/3 


4- رو 
21-3 


: هي‎ » lim 


وچ 


س۸۸) 


۶ + ۵ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


(أ) غير موجودة (ب) 0 (ج) 3/2 (د) 3/2- 
32+ 
و و ي 
() 0 (ب) 2 (ج) ۱/4 (د) ۱ 
س۱۰) القيمة الصغری للدالة:1 + :3 - ×2 = (16»عل الفترة [0,2] هی : 
()0 (ب) 3- (ج) 5 (د) 1 
س )١١‏ معادلة الاس للمنحنی: ۱۵0 = ۰۱۷ عند نقطة الاصل هي: 
(1) 0 < ۷ (ب) 0 = x‏ (ج) 2 ۷ (د) چ < ۷ 
س۱۲) إن فترة التزايد للدالة: - = (7)7 هی: 
IR (Î)‏ 8 [1,1-] (ج) (م,0] (د) [1,2-] 
س۱۳) فترة التقعر نحو الأسفل للدالة: 1 + 2×3 - 4 = ()1 ۰ هي: 
IR (Î)‏ (ب) (3/2,8) (ج) (3/2 ,هه-) (د) (0,1) 
س5 )١‏ ادا کان: و« + × < 2 وکان هگ 23 2 . فعندما 1= ×= ۷ فان 2 نساوي: 
()7 (ب) 8 (ج)4 (د) 5 
sin” 2x‏ 
س١٠‏ ) قيمة »التي مجعل الدالة:  /)( - E‏ متصلة عند 0= × هي: 
2-0 ۲ 
(1) 0 (ب) ۱ (ج) 4/3 (د) 2/3 
س۱۷) إذا كان 3 < 22 + ۰52 فان قيمة "۷ عند النقطة (1,1) تساوی: 
(]) 3/4- (ب) 1/2- (ج) 1 (د) 3 
س۱۷) قیمتا 1 ,1 التي تجعل الدالة: ی و ()/ قابلة للاشتقاق عند 0 = × هما: 
h=0, k=0 (Î)‏ (ب) h=1, k=1 (+) 9-0, k=1‏ (د) احا وجميع قیم 1 
س‌۱۸) معادلة القطع الزائد الذي بورتاه (0.1) ,(4,1) وأحد رأسيه (1,1) هي: 
() 3= *(30-2- (1-ر) (ب) 3= *(2-:36+ *(1- ز) 
(ج) (2- )3= *(1-«) (د) 3= *(۷-1)- ”(2-)3 
س۱۹) النقاط الحرجة للدالة و00۵( على الفترة [7 ,0] تسس وافق قيم ×: 
(0 (ب) 7/2 (ج) 37/4 (د) 7 


س ۲۰) قيمة » التي تحقق نظرية القيمة التوسطة للدالة: («/1)+<-()1 على الفترة [2 ,۰1/2 هي : 
)3/2 (ب) 0 (ج) | (د) 1- 


نمادج اختسارات ۵ * ت 


الجزء الثاني: أجب عن الأسئلة التالية: 
السؤال الأول: جد ‏ فیا يلٍ: 

4 1+ شل “مزه د « زي) كع وکر 
السؤال الثاني: جد مركز القطع التالي وبؤرتيه ورأسيه» ثم ارسمه: 


18x + 50y = 1‏ - 25 + رو 
السؤال الثالث: إذا كان 0 < ۰ 0 < ۲ وكان 3 = ر + × . فاوجد القيمة العظمی للمتغير < حیث: 


وكير = 2. 
السؤال الرابع: عين قيم کل من ۰ ,ط ,ة حتى يكون للدالة: 


f(x) = ax3 + x2 + bX + ۵‏ 
قيمة صغرى لية عند النقطة (1,0) ونقطة انقلاب عند 2 = × 


o‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


اختبار نبائي 


الجزء الأول 
ضع رمز الا جابة الصحيحة للأسئلة من ١‏ إلى ۲۰ في الجدول التالي: 
برح ١|‏ ۲۱ |۴ ۴۱ ع |5 | #۱ ۱ 0# 
رمزالاجابف | | | إ .1 لإ | ا | 


سي | | | | | | | | | 1 


(Î)‏ )6,00( (ب) [2,6] (ج) 0 (د) (4,م) 
س ۲) مه عه حل التباینة: 0 > )2+ »)1)3 = C(x‏ هی . 
AD‏ (ب) (مه ,1)ن(2,مم) (ج) (مه ,1) )د( R‏ 
ا ا د 3 : 
بو ووک 
() )0,2( (ب) (2,6) - R‏ (ج) (مه ,قاب (4,2) (د) زمه ,6) 
۲ 1 
س٤‏ ) جال الدالة: < () ۴ » هو: 
۲ مرك - x‏ 
(1) (مه ,4)تب(0,) (ت) (مه ,4] (ج) 1 رد) R-{0,4}‏ 
س6) الدالة العكسية للدالة: ك = ۶)0 » هي: 
2 1 
کو م 1 وا 
x +1 : 1+ 2x‏ 
) ( ساك ور (د) 1-1 دو ۴ 
2x ۸ +1‏ -[1 
x2 2-2 ۱‏ 
060 (ب) ۱ (ج) 1- (د) مه 
ا 
س ۷) Xx col 3x‏ 1 هى: 


xe) 4‏ * 
() 3/4 (ب) | (ج) 0 (د) 1/12 


ادج اختسارات ۷ ۵ 


س۸) (د5مع)عوه ۰ :دوم اا هي: 


XT 2 


1 
4 0 1 (ج) 7/2 (د) مه 
س۹ ) إذا كان ( )۸ > )ع > (×) ر ف جوار 1=×و22= FE)‏ ج E‏ » فان 
چ + 
((×)£ + 11۳)18 ۰ هی: 
یی ` 


18 (ب) 22 (ج) 19 (د)‎ 40 (Î) 
Sin KX 0 
: قيمة 6 التي جعل الدالة: 3 ۳ = (») ۴ » متصلة هي‎ )١١ س‎ 
34-2 , <- 0 
0 (ب) 2/3- (ج) ۱ (د)‎ 2/3 )( 
)نم هو:‎ sin" x س۱۱) جال الدالة آ» حیث:‎ 
وم‎ x 
]-1,1( (ب) [1,1-] (ج) [7/2 ,0] (د)‎ R (Î) 
: س ۱۲) مجموعة قيم × الوافقة للنقاط الحرجة للدالة ۴: (۸(=×)۸-4)؟ هي‎ 
)3( (ج) (3,4) (د)‎ R-(4} (ب)‎ )40( 
س۱۳) ميل المماس للمنحنی: [ + × = ر + رز عند النقطة (1,1) هو:‎ 
| (ب) ۱/2- (ج) 0 (د)‎ -1/3)( 
: القيمة العظمی المطلقة للدالة ۲: ومع + 2:هزة = (10 على الفترة [72 ,0] هي‎ )١ س5‎ 
۱ (ب) ۷2 (ج) 0 (د)‎ 2)( 


اس 
سف اطوط اللقاريه الأفقية والرابة للدالة 1 حيث: ر كلد ور يي 


() 3 ,2+ = » ریت 2 ع جر لعو عسي ay)‏ 
س۱۲) نقاط الانقلاب للدالة ؟» حیث: 54 - 3×3 = 100 : هي : 
(Î)‏ )0,0( رت )(ة5,ة) (چ (شب1) ۱ (د) (2- ,1) ,(0,0) 
س ۱۷) |ذا کان معدل تزاید طول ارتفاع مثلث هو 3 » ومعدل تزاید طول قاعدته هو 2 ۰ فان معدل 
تزاید مساحته في اللحظة التي یکون فیها طول ارتفاعه 10 وطول قاعدته ۰12 هو: 


() 3 (ب) 8 (ج) 20 (د) 28 
7 7 

12 DE me ال‎ LEE E a ا‎ 

)|( 1 + رف = y=4x+1,y‏ (ب) 21-7 ۷ ,+ 21 ۷ 


(ح) 2 x=‏ برل < ۷ رد) ×2 + 1 ۷ ,21-2 ۷ 


بار هات تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


س۱۹) دليل القطع المكافىء: 3 - ×4 + :2 - ۶ هو: 
x =0 (Î)‏ (ب) 2  <‏ (ج) 20 ر (د) 2= ۷ 


س ۲۰) إذا كانت بؤرتا القطع الناقص هما: (1,4) ,(1,0) ومحوره الاکبر 6 ۰ فمعادلته هي: 


: 2ن ثير (2 جيم “رحن 
م 1- 2+ سس 
0 16 » (پ) 9 9 
(yA. RD _‏ ا ا 
(ج) 1= mM‏ كد رو 1ت e‏ ۳ 
الحزء الثاني 


أجب عن الأسئلة التالية: 
السوّال الأول: أوجد 4 إذا كان: 
y= x#sin (3x) (Î)‏ 
ربت) y = sin (x) + sec” x‏ 
(ج) “نر +1 (جممه) 
السوال الثانی: آوجد بعدي الستطیل الذي مساحته آکر ما یمکن بحیث یمکن حصره في النصف 
العلوي من الداثرة 16 = ر + 2 كما هو موضح في الشکل: 


السؤال الثالث: إذا كان ۸ > ۸ » فأثبت أن ١-”برير-‏ ا ۱ 
السؤال الرابع: إذا كان 5 - “× - 62 = (10» فأوجد: 
()خترات التز اید 
(ب) فترات التقعر لاعل 
(ج) نقاط الانقلاب. ثم ارسم بیان الدالة. 


نمادح اختبارات 
النمودج السابع 


اختبار نبائي 


الجزء الأول 
ضع رمز الا جابة الصحيحة للاسئلة من ۱ إلى ۰ في احدول التالي: 


سو | | | | | | | | | | 


س۱) مجموعة حل المتباينة: 1 > |22-3| هی: 


]1,2[ (ب) (1,2) (ج)‎ IR (Î) 
ی وس‎ el 400 a 
م۲) مجموعه حل باه 0 > 7 +× هی:‎ 
)-0,0( (ب) (هه ,0) (ج)‎ IR (Î) 
نا‎ a (ب) (م,5/2)‎ )-,5/2( )( 


ی إذاكان: :و بکد وهر :فاو کر تساوخ 
2 4 


4 سل (ب) بل (ج) غير موجودة 
د 2 عم 
س ۵) حال ]؛ یت ِ - (۲) [ »هو 
7 بو ا 
 -]-2,1( (|)‏ )ب( (2,1-] (ج) (1,2-) 
6 ۳ شزا : 

۳ يوت كيد 2و 0 

0 (ب) 4/3 (ج)‎ 1 (Î) 

ا 

ks E SE و‎ 


xO x tan 4x 
-1 (ب) 0 (ج)‎ 25/4 )۱( 


IR-[1,2] )د(‎ 


IR -{0} (د)‎ 


IR -(2,3) )د(‎ 


(د) 3 - × 


(د) (2,1-) 


(د) مه 


(د) مه 


O ۰‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


س۸) 7 0 ۰ هی 
۷ 0 ير 5 
() 2- (ت) 0 رج) 2 (د) مه 
س٩)‏ الدالة ؟» حیث: ۱27-3 () عند 3/2 = ×: 
(أ) متصلة وقابلة للاشتقاق (ب) غير متصلة وقابلة للاشتقاق 
(ج) غير متصلة وغير قابلة للاشتقاق (د) متصلة وغير قابلة للاشتقاق 
7 - 1[ 
و ۱ تسس سح 1 : 
س ۱۰) قیمه ‏ التى جعل الدالة: عم 4ح ()۳ متصلة عند ۰5-0 هي : 
(۱<( ]| 
00 (ب) 1 (ج) 2/3 (د) 3/2 


س۱۱) الشتقة الرابعة للدالة: =( عند 0= × ؛ هی : 
X‏ , 


() 22 (ب) 0 (ج) 24 د( 
( +1) 
(xD (y-3) 3‏ 
55 تاالقطع: 1حدسنت هسه قي 
(ج) (2-,3) ,(3,4) (د) (2- ,1) ,(1,4) 
س ۱۳ ( معادلة القطع الناقص الذي بو رتاه [1- ,1+2( وأحد وأسية (1-,4) هي. 
() 4-0 + 22+ 2× (ب) 0 3 +2 + 4 + 5y‏ 
(ج) 0 5x2 +9۶ -10x+18y-31=‏ (د) 0= 1+ 22+ فير 
SINnx‏ . 
E 4‏ 
فك کر +[ مر 
)|( 0 (ب) ۱ (ج) مه (د) غير موجودة 
E‏ چ 2 
تيا الط اللقارية ال فة وال ا للداله: کے همم هی 
x + [‏ 5 
x=1,y =2 )(‏ (ب) ۶1 ۷ (ج) 2 - ۷ (د) 2--1,7--ع 
س۱۲ ) معادلة اماس للمنحئی : 20052 + 2 = (1)2 » عند 0 = × هى : 
y+x-2 =0 )(‏ (ب) 0= 2- × - ۷ 
(ج) ۲-۷-2-0 (06)3- x]‏ 


س ۱۷ ) النقاط الجر جة للدالة: :د- 1ل + ح () 7 هی عندما × تساوی: 
()1,3/4 (ب)4/3,1 (ج) 1- ,3/4 (د) | 


س‌۱۸) قيمة ‏ التي تجعل الدالة: مذ + هه = («10 تحقق نظرية رول على الفترة [74 ,0]» هی: 
060( 2( 2 (د) خر موجودة 

س۹٩۱)‏ إن القيمة الصغری المطلقة للدالة: 1+«3- =( على الفترة [0,2] » هي : 

() 3(ب) 5-(ج) 1(د) 1- 

س ۲۰) إذا كان 0= 1 + ۷ - ×- ۷2 وكان معدل تغير × هو و » فان معدل تغير لا عند النقطة 
(1,1) هو : 

() وزب):1-(ج) 1(د) 2- 


آجب عن الا سئلة التالية: 
السوال الأول: آثبت أن مشتقة الدالة: « ها = 10 هی: 


د f‏ 
السژال الثاني: أو جد فترات التزاید -الناقصر - التقعر للاعلی وللاسفل -التحدب- القيم القصوى 
المحلية- نقاط الانقلاب للدالة:2×2+3-“×=(»)۴» ثم ارسم منحنی الدالة. 

السؤال الثالث: أوجد 4 إذا کان؛ 

y= xsec* (2x) (Î) 

y = sec (x) + xsin3x (ب)‎ 

(ج) 2+ 
السؤال الرايع : ارسم القطع التالي: 


0= 6 + 4 - 2۷ + 2۶ محددًا جمیع عناصره. 


01۲ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


إجابات ناذج الاختبارات 


النموذج الأول 


چ Ê #Ê‏ ۴ ج چ ج 
چ جه ج اج دا تن أء اه جه اچد ا جه ب أ ده أت جه د 


جح د جا أاناء جا ناء دا ده ناء ذه ده أ 


النموذج الثالث 


= م م چ 
اه اه ت ده با د ت بآ تج جب ج ذه | 


النموذج الرابع 


ب ۰ 1 ۷ حي آ جا نبا ج ج ج یں ج ج ا لب حت ۷ لب ۷ ۷ 


3 ع احج 3 
يحو امع ا ده جآ حب أء تچ ده ی 3 لس دی ج سے 


النمودج السادس 


ع ع چ 5 & 
ٹ٤‏ حخ اح اوت اه ده نا اجه ده جا اه تج ده ذا نء جح 


النموذج السابع 


Ê #‏ 3 3 
شنا تا اسا ما 1 دیا لي اا د دء حا 3 سحي 1 سس س | سب ما دا 


نمادج اختب‌ارات ۱۳ 
ملحق 
جداول للصيغ الرياضية 
)١‏ طول قوس منحني 


/ 
(أ) باستخدام الإحدائيات القطبیة: 40 ۳2 + ۷ 1 (7)00 - 


(ب) باستخدام الا حدائیات الوسيطية: 


۱ dx dy 
ا اج 4ن اف‎ 
۲ (۲ عد | ۵ء‎ 2 


ظ 
(ج) باستخدام الاحداثيات الديكارتية: x‏ 0 1 3۳9 ۷ 


د( باستخدام الإحداثيات الديكارتية: ر 3 ۱ ۳ 1 y(‏ )ع x=‏ 


۲ المنطقة © من النوع 

الاول: 

هي من الشکل الرافق» وهي واقعة فوق القطعة [8,0] وتحت 
النحني: 20 ()  <‏ . 


y= )م‎ <0 


اه تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


3 
() مساخة اه وه | 


tl 


0 
(ب) الحجم الناتج من دورانها حول الحور *: :دك ر ۱ 
(ج) الحجم الناتج من دورانها حول الحور ۷ (طريقة الشرائح الاسطوانیة): 
0 
XY GX‏ |2 (0<»). 


(د) مساحة السطح الدوراني الناتج من دوران القوس ۸8 حول المحور ×: 
j‏ 
yas‏ |2 . 


2 7 
(05: شا احدی الصيغ التالية: 0۵+ ۱۳ dt‏ 2 2 3 


۳ المنطقة ۳ من النوع الثانی: 
هي من الشکل الرافق» وهي 
حصورة بين المنحني: 


g(y) <0‏ حي 


x= (۲)ع‎ ZÛ 


۸ 


والستقیمین: 
= 1۰۷ = ۷ ومحور الصادات. 


i 
۱ لأسا اوه جوز‎ 


i 


4 


(ب) امحجم الناتج من دورانها حول المحور د: ره ”× | . 


(ج) الحجم الناتج من دو رانا حول المحور × (طريقة الشرائح الأسطوانية): 


1 


, ) 2 )(( 2 xy dy 


الحسر 
1 
x ds‏ | *2. 


2 
(05: ها إاحدى الصيغ التالية: 9 + رل ول ۱ 2 
f‏ 


4 ) المنطقة 1 من النوع الثالث: 
هي من الشکل الرافق وهي حصورة بين 
الستشیمسن: :2 < 9 2 والنحني القطبي: 


T= F8) 


z0‏ اح زر << ج27 


7 
() نفساحة اة 0 1 


/ 2 
۱ (r> 8 > a >0) | x” 0 


8 تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


ملحو ظة 
() إذا كانت منطقة التکامل © من النوع الاول: 


20 () 7 < لا 


)0 > ۲ sÛ) 


فان امحجم الناتج من دوران © حول الحور ‏ (طريقة الشرائح الا سطوانية) یعطی بالصيغة: 
3 


7 ْ 
2 1 27 د روز | | ]2 (0 > > ) 
ف 9 


(ب) إدا كانت منطقة التكامل ل نظيرة 0 بالنسة للمحور ×» فان: 


a 


0 
١)مساحة‏ المنطقة cM‏ هی : و --۱4۲« 1 


نمادج اختب‌ارات 2۱۷ 


لحر 
1 1 
yds‏ ]ع2 -مه || |27 


۳) الحجم الناتج من دوران المنطقة ۸۸ حول الحور ١‏ (طريقة الشرائح الأسطوانية)» هو: 
۳ 1 
dx‏ | عدم | | ]27 (0 < 6 < ) 


4 


1 
وادا کانت: 0 > > ع . فال الحجم يساوى: 


7 5 
2 | | ۲ || ۷ | عرق‎ - ۲ 1 Xxydx 
2 


A ۲ f(x 00 


بالمثل نحصل على الصيغ الرياضية الموافقة» إذا آخذنا منطقة التكامل من الشكل N‏ نظير 
المنطقة ۳ (من النوع الثاني) بالنسبة للمحور لا. 
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(۵ 


(¥ 


(۹ 


(۱۱ 


(۳ 


۱۵ 


(1¥ 


(1۹ 


(۱ 


(YY 


(۲ ۵ 


(TY 


(۹ 


00 


۱ x 
وبیه رد‎ 


1 
ی 
2 


1 Ax 
(x + 24 (x+ 97 


۱ x 
ب(‎ 01 


۱ XX 
) +07 


2 : 
1 شش 


3 


۳ 


۳ 


Ax? =F)? 


۱ XIX 
٩/1 2 کر‎ 
أ‎ dx 


(x +44 - 


۳ يرك - بر‎ dx 
۳ x* + 2 + 7 


1 dx 
1] - عر‎ 


۳ ]| 
تج +1 


عدن 
ها 
Û COSXSIN X‏ 


تطسقات ف حسابت التفاضصل والتکامل 


او جحو عا ۸ فة 


۳ 7 0 
x 142 


ال 
x(x +5(‏ 


۱ 1 : (3 
) ۸ +۲1( ) +1) 
۱ 61 ۸ 


1+ د 
ا ۷۲ 1 
2( 2 -1) 
۱۲( 13 ۱ 
۱ 
[ لدج + له 


۱( سس | 
2( 3 + 909 


تس سس سس 


۱ کک‎ (۱٦ 
35# + کب‎ 


XX 
| سا‎ (I۸ 
1+ كبر او(‎ 


5 6 تس | 
12+ تعر 


j x7 - 17 


xX 6‏ ۱ 
X۷ x + +1‏ 
عدن 
1) ست ا 
1ن غير 2 2 


اد ا 


3 3 
“يد + ] 


xdx (¥‏ ك8 م 


| مسبت‎ (r 
51117 xX 


۱ ]هه‎ 2 + ar 
2 4ه‎ 
۱ Cx 

2+ 3009 x 


۱ x 
SINXSINAX 
sec” X 
سس‎ 
tan xX +4tanx +1 


XX 


43 “ووه 


] تقر‎ dx 


۷ - 131 ف 


3 از 5 , 
دا اللووح- | 
2 2 


۱ x 
7 
(tanx + 1(5111 X 


— سس | 


ا 


:د- آل 


1 0 dx 
sinh” ۲ 
۹ 
|: 
موم‎ £13 
۳ 
1 2 - xX 
1-45 
لد‎ +] fx 


3 . 1 
د‎ 315 111- {xX 
3 


| - 3X) SINSXAX 


| arcsinJ xax 


ا 


| 5۲ 5 


si - 0 + a (٦ 


۱ dx (۳۸ 


AS1NnX + 3C0 — 5 


3 : دل : ۱ 
عق “8113 2 ل مزووج 1ع 2 +$ cos”‏ 


۱ dx 
) 2 +coOSX)(3 + COSX) 
|] اسه كك‎ NE: 


a ۱ Sein ea OX 


1 £( بود ن | 
۳ 
م )دن | 


) + 11ت‎ 31 
/ x (0 ° 


عبر دا ۷ 


1 ۰ *« __ (o۲ 


5 1 
 )51۳ +COSX) 


| sinhxcoshxax (۵ 


| ا‎ (0٦ 
sinh” x +cosh” x 
| ده‎ - (0۸ 
م ع‎ 
2 
سس‎ ۰ 
م)‎ 4 


0 - (0 


dx (E 


۳ arctan x 
دك‎ 


۳ CO 
| د ممعي‎ + (7۸ 


۱۳۱۳۰ 


OY 


(١ 


(۳ 


(٤ 


(٦ 


(۷ 


(۹ 


۱۹ 


(1۲ 


(1€ 


(1٦ 


) ١1 


(۹ 


9 


(۳۲ 


(TT 


(Yé 


الإجابات 
ea ZED 1‏ . ۲ (1-:صواءنة4 - 2+2 - تعر 10۷ 
7 14 
5 2 
دلجي سمط +| +x+‏ قر ورب CD‏ 
رك 4 2 
" 1 وچ ك4 ل 3 21 
5 ږا 5 3+ x+2| x+2‏ 
1 1 ۱ 1 
1ة | 2 


۲۷ ےم ا 
12 2 2+ 4۱2 1 


وو کی 

13 ولد ابر ری ابر تن 6 
x(3+ 2x)‏ 8 
1-2 2 ×3 ۲ 


| امم تطبه ها )0 “0 - - :2ل 

2-1 3 
سس‎ 3۰ ۲ 
4x” - و(‎ 1 x +] 
-2)4/5 - ع‎ -1(2 n1 +5 -«( 


e+ -1|- 
x -1 


2 
وروي ( ا 
۷2 ۰ 1+ 
1 1/1 1 (1-+20۳ . 1 2 4-۶ .1 
ا حو 19 : 0 سس اس[ - 
x+4‏ عراك x + 4 iA,‏ 83 3 8 


و ل + اہ ۶-9 3 
۱ 2 2 
)1 — 210511001 م + *بر4 عر لو( 1 -يرق8) ۳ 


In 5 


1 ++ 21/2 +1 برد 


۱ 3س a‏ قن 
۲۵( (2 +20 + ?+1 جوا 2ب + ی ا ی اک EEE‏ ا ۳ 


(۳ 


(TA 


(۹ 


(1 
(fT 


(۳ 


(o 


(TY 


(۳۹ 


(E 


1. ۳ 0 (۳۷ ٩-1 7 =D 
7 
3 ا‎ 311 1 331 


دبالا _|1+ج2 1 شم سا 1 
0 سس - (1+ ج + “ج)م1- + ]2-1 |10 


عر | 2 1 6 3 


3x 5122+ ۲ e i 3 4 
ات ۳۰( ۰ بت‎ 
8 4 5 0 0 7 
2 tx) 
الكت يون‎ In| tanx| كزوه كسم گاهه-‎ x 
< و‎ X -6(3 cos د‎ 
0ت‎ 2 00 3 51 
و‎ EE Th [A1 —— 
20sin" 5x 40sin” 5x 40 2 
3 0 
| ۳ £ ¥ BEE 1 
4 3 3 
1 4 tan — —| 
ها ۳۸( له كشك‎ + [+2 +2 
3 3 2 4 2 4 
arctan )2 1301 + 1) ) 5 * 1 arctan PAD 
10 /10 
1 1 
-1 | ]3113:-- 560 | - تدعو‎ 
2 2 


2 مه‎ 1 tan ج‎ 
سس‎ çan خب 2۳121 | خب‎ 
SENE و انیت‎ 
In tan + 2+ ran x + 4tanx + 1 
1 1 ENE ۳ 
3 ۲4۵03 + لرا 6ج‎ sinax+ “لز‎ +sin” ax 


4 


1 5511123 COSAX 


بوم م 6 ا 


1 : 
3 6 15 12 6 


2۳۲ 


(۵5۰ 


000 


م 


(۵ ۵ 


(۷ 


(۹ 


003١ 


كه 


00 


00 


(1Y 


(3A 


(۹ 


تطسقات ف حسابت التفاضل والتکامل 


۱ خر دا + )7-110 3210121 رد ۷1 


SX 1 00‏ رو 12 ١‏ 1 
ووت ]و ساو (o‏ ت 
2 2 2 10 2 3 د + [ 
5 
-cotx‏ | دامع +1 |10 ea‏ ۳۷۰ 
دح 00991 2 - (0٦‏ 100512 
له 5 1 ¥ 1 
sinhx |‏ إصا+عخطامءع- - |e"‏ 1+ 
4 4 22 
"۳ 3 
5 5 هه 1°( )1+ e‏ ا e‏ 
+1 1 
8 
in4 1-۳‏ 
x 1‏ و 100۳ 
+ لل 4 ات ی 2 

21010 1210 2-0 
1 arctanx , ۳ e“ +1—] 
تاو(‎ 290 +] +10 
1 + 2 7# e“ +1 +1 

5 2 
2(coslnx+sinlnx) (TT 6 RRA 3 شلك‎ | 

2 x 


3 2 س ج 22 3 ۱ 
C0851 - - 11‏ سس 4+ رو 0 COX +— XSINIX‏ £ - ات 
5 25 5 5 


1 
2 


ی ل ۷۰( ا 


3 
6 -2)arctan@x +3) +02 + 6+ 5( 3 
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اتصال (استمرار) 
اتصال دالة 

اتصال على فترة 
اتصال على فترة مغلقة 
اتصال على مجموعة 
عدم اتصال 

المساحة 


أولا: عربي - إنجليزي 


mi Ti. 


۵ ۲ ۵ 


تبت المصطلحات 


Continuity 

Continuity of a function 
Continuity on an interval 
Continuity on a closed interval 
Continuity 011 a set 
Discontinuity 


Area 

Numerator 

Graph 

Graph of function 
Change of variable 


Table 


Product 


۵1 


دالة (دوال) 

دالة الترکیب 

دالة اخیب 

دالة ایب العكسية 
دالة الظل 

دالة المشتقة 

دالة ثابتة 

دالة جيب التام 
دالة كشرة حدود 
دالة حقيقية (عددية) 
دالة دورية 

دالة زوجية 

دالة ظل التمام 

دالة عکسبهة 

دالة فردية 

دالة متزايدة 

دالة متناقصة 

دالة مثلشة عكسية 


روم 


روج مردب 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ك 
Function(s)‏ 
Composite function‏ 
Sine function‏ 
Inverse of sine function‏ 
Tangent function‏ 
Derivative function‏ 
Constant function‏ 
Cosine function‏ 
Polynomial function‏ 
Real-valued function‏ 
Perlodic function‏ 
Even function‏ 
Cotangent function‏ 
Inverse function‏ 
Odd function‏ 
Increasing function‏ 
Decreasing function‏ 
Inverse trigonometric function‏ 
Concave downward function‏ 
Bounded function‏ 
Concave upward function‏ 


Anti derivative function 


هيا 


Pair 


Ordered pair 


ثبت المصطلحات ۵۷ 


طول فترة Length of an interval‏ 
طول قطعة مستقيمة Length of a line segment‏ 
۳ 
عدد Number‏ 
عدد زوجی Even number‏ 
عدد طبیعی Natural number‏ 
عدد أو لى Prime number‏ 
ك 
فترة Interval‏ 
فترة مغلقة من اليمين Open closed interval‏ 
فترة مغلقة Closed interval‏ 
فترة مغلقة من الیساز Closed open interval‏ 
فثرة معتو حه Open interval‏ 
3 
قابلة للاشتقای Differentiable‏ 
قابلة للتکامل Integrable‏ 
قيمة مطلقة Absolute value‏ 
قيمة متو سطة ۵ Average‏ 
ڪ 
کثرة حدود Polynomial‏ 
م 
مبداً الإحداثيات (نقطة الأصل) Origin‏ 
متصلة ع 3( Continuous‏ 
متعر Variable‏ 
متغير مستقل Independent variable‏ 
تناظر Symmetric‏ 


مو عه Set‏ 


o۸ 


مجموعة الأعداد الحقيقية 

مجموعة الأعداد السالبة 

جموغة الأعذاد الصحيحة السالبة 
مجموعة الأعداد الصحيحة 
مجموعة الأعداد الطبيعية 

مجموعة اللأعذاة القياسية (الكسرية) 
مجموعة الأعداد الموجبة 

مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 
جموعه جزثية 

مجموعة خالية 

مجموعة فعلية 

محاور إحداثية 

مدی دالة 

مربع كامل (تام) 

مستوى الإحداثيات 


نب نا 
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نطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


Set of real numbers 

Set of negative numbers 

Set of negative Integer numbers 
Set of Integer numbers 

Set of natural numbers 

Set of rational numbers 

Set of positive numbers 

Set of positive Integer numbers 
Subset 

Empty set 

Proper sêl 

Coordinate axes 

Range function 

Perfect squarê 

Coordinate ۵ 

Derivative 

Discriminant of trinominal 
Curve 

Slope of secant 


Axı1s of revolution 


Coordinate system 
Mean-value theorem 
Inflection point 
Limit 

Left-hand limit 


Right-hand ۲ 


و ا 
فترة مغلقة من الیسار 
الال ب 

دالة محدبة 

دالة مقعرة 

دالة ثابتة 

اتصال (استمرار) 
اتصال دالة 

اتصال على فترة 
اتصال على مجموعة 
اتصال على فترة 
متصلة (مستمرة) 
محاور إحداثية 
مستوى الإحداثيات 
نظام |حدائی 

دالة جيب التمام 

دالة ظل التهاه 


منحتی 


۰۳۹ 


Absolute value 


Asymptote 


Bounded function 


Closed interval 

Closed open interval 
Composite function 
Concave downward function 
Concave upward function 
Constant function 
Continuity 

Continuity of a function 
Continuity on a closed interval 
Continuity on û set 
Continuity on an Interval 
Continuous 

Coordinate axes 

Coordinate plane 
Coordinate system 

Cosine function 

Cotangent function 


Curve 
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دالة متناقصة 

تکامل محدد 

مش تشد 

دالة المشتقة 

الفرق بين مجموعتين 

قابلة للتفاضل 

عدم اتصال 

كيز اااي جدود 

حال ( مجموعة تعريف) دالة 


مجموعة خالية 
دالة زوجية 
عدد روجى 
الدالة الأسية 
فيمة فصوی 


دالة (دوال) 
النظرية الأساسية في التکامل 


الدالة الأسية العادية 
بیان 
بيان دالة 


دالة عایدة 


التفاضل الضمنی 


دالة متزايدة 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 
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] (6۵0۲۵۵8111 function 
Definite Integration 
Derivative 

Derivative function 
Difference of two sets 
Dıitferentiable 
Discontinuity 
Discriminant of trınominal 


Domain of definition function 


Empty set 

Even function 

Even number 
Exponential function 


Extreme value 


Functlon(s) 


Fundamental theorem of calculus 


General exponential function 
Graph 


Graph of a function 


Identity function 
Implicit dıfferentiallon 


Increasing function 


نقطة انقلاب 

تکاملات الدوال الکسم ية 
تکامل بالتجزيء 

تکامل بالتعویض 

تقاطع محموعات 

فترة 

دالة عكسية 

دالة ایب العكسية 

دالة مثلثية عكسية 


الدوال الأسية واللوغاريتمية 
نظریة الب ال وة 

الدالة اللو غاريتمية الطبيعية 
علد طبیعی 


عاذ 


3 
اليا 


المصطلحات 


ا ا 


Indefinite integration 
Independent variable 
Inequality 

Inflection ۲ 

Integrals of rational functions 
Integration by parts 
Integration by substitution 
Intersection 01 sets 
Interval 

Inverse function 

Inverse of sine function 


Inverse ع تناع تتام تامع تنا‎ function 


Left-hand limit 
Length of a line segment 
Length of an Interval 


Limit 


Logarithmic and exponential functions 


Logarithmic differentiation 


Mean-value theorem 


Natural logarithmic function 
Natural number 

Norm 

Norm of partition 


Number 


۳۲ 


بسط 


دالة فر دية 

فتر ة مغلقة من اليمين 

فترة مفتو حه 

زوج مرنب 

مبداً الا حداثیات (نقطة الاصل) 


روح 

التحليل إلى كسور جزئية 
مربع كامل (تام) 

دور دالة 

دالة دورية 

كثيرة حدود 

دالة كثير حدود 

حاصل ضرب 

اض 


مدی دالة 

دالة حقيقية (غددية) 
تجزئة منتظمة 
حموع رییان 

نهایه عن يمين 


تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


Numerator 


Odd function 

Open closed interval 
Open Interval 
Ordered ۲ 

Origin 


Pair 

Partial fraction decomposition 
Perfect squarê 

Period of function 

Periodic function 

Polynomial 

Polynomial function 

Product 

Proper sel 


Properties 


Range 13 
Real-valued function 
Regular partition 
Local maximum value 
Local minimum value 
Riemann sum 


Right-hand ۲ 


مجموعة 

مجموعة الأعداد الصحيحة السالبة 
مجموعة الأعداد الصحيحة 
جموعة الأعداد الطبيعية 


جموعة الأعذاد السالبة 

محموعة الأعداد الموجية 

مجموعة الأعداد الحقيقية 

مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 
مجموعة الأعداد القياسية (الكسرية) 
دالة الجيب 

ميل القاطع 

فترات جزثية 

جموعه جزتية 

متناظران (تان) 


سطح دورانی 


جدول 

دالة الظل 

طرق التکامل 

طريقة الشريحة | لاسطوانية 
يقة الأقراص 

تعویضات مثلثية 


ثبت المصطلحات 


of 


Sel 

Set of negative Integer numbers 
Set of Integer numbers 

Set of natural numbêrs 

Set of negative numbers 

Set of positive numbers 

Set of real numbers 

Set of positive integer numbers 
Set of rational numbers 

Sinê function 

Slope of secant 

Subintervals 

Subset 

Symmetric 


Surface of revolution 


Table 

Tangent function 
Techniques 0۴ 
The cylindrical shell method 
The Disc method 
Trigonometrlc integrals 


Trigonometrlc ۵ 


Union of sets 


۶ ۵2۳ تطبیقات في حساب التفاضل والتکامل 


۷ 
Variable متعم‎ 


Volume حجم‎ 


iT 


اتصال دالة ۵ ۱۰ 

الا تصال عن یمین والاتصال عن يسار ۱۰۸ 

إجابات نیاذج ال ختبارات ۱۲ ۵ 

اختبار المشتقة الاول ٠۷١‏ 

الا شتقاق الضمني ۱۳ 

الا شکال المختلفة للقطوع الخروطية في 
سالقها الا اند ۳۳۲6 

أمثلة عامة ۳۳۲ 

الامثلية ۲۲۹ 

انسحاب منحني باتجاه أحد المحورين 
الا حدائیین ۵٩‏ 

آوضاع عدم التعیین ۸۵ 


اتسد 


بعض الجموعات المستخدمة في هذا 
الکتاب ۳۶ 


۵۳ ۵ 


کشا المو‌ضو عات 


سر 
تحديد نقطة في الفضاء الا قليدي 
ثلاثي البعد ۳۷۹ 
ترکیب (محصیل الدوال) 1۸ 
التطبقات ۱۷ ۲ 
تطبیقات في حساب التکامل باستخدام 
الا حدائیات الوسيطية والقطبية ٤1۷‏ 
تعریف المشتقة ۱۱۸ 
التعو یضات الثلثية ۲۸۷ 
التقدیر الداثری للزوایا ۱۵ 
التقریب الخطي ۱۵۱ 
التقعر والتحدب ۱۷۹ 
تکامل الدوال الكسرية باستخدام الکسور 
الحزثية ۲۹ 
التکامل الحدد ۲۲۵ 
التکامل بالتجزیء ۲۲۱ 
التكامل بالتعویض ۲۵۸ 


۳۹ 


کشاف الو ضو عات 


تکامل حاصل ضرب نسبتين مثلثيتين ۲۷۷ 
التکامل غير المحدد ۲۵۳ 
التکاملات الثلئية من الشعل 

sin” X COS" ۲‏ | ۳۷۸ 
التکاملات المثلثية من الشکل 


۳۸۰ | tan” xsec" xdx 


التكاملات المعتلة ۶۵۱۷ 
التكاملاادت من الشكل : 
n ۷,‏ 
۳ ا 2 ۳ ع ۳ 
ا 0001 0 و 
ار + tx +d Cx‏ ۱ 
۳۰۸ 


۳۰ ۱۹19+ 06052: 1210 ( dx 
۳۰ 1 ۴ التكاملات من الشکل عن( *3ع)‎ 
تمارين عامة‎ 
۵۷ التناظر في المستوى‎ 
۵۱۸ تمارين عامة‎ 


التناظر في المستوى ۵۷ 


ثبت المصطلحات إنجليزي - عربي ۵۲۹ 
ثبت المصطلحات عرب - إنجليزي ۵۲۵ 


ھ 
جداول للصيغ الرياضية ۵۱۳ 


مم 

الحجوم الدورانية ٤۸١‏ 

الحجوم الدورانية بطريقة الأقراص 
الدائرية ۳۲۲ 

حساب الحجوم بطريقة الشرائح 
الأسطوانية ۳۲۸ 

حساب المساحات باستخدام 
الاحداثيات الديكارتية ۳۱۲ 

حل المتباينات ۳۵ 

حل المعادلات المثلثية ۲۱ 


حل المعادلات من الدرجة الثانية ۲۵ 


ل 


مم 
خواص الدو ال القابلة للاشتقاق IY‏ 


خواص الدوال التصلة ۱۱۰ 


الدائرة ۱۱ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية ۲۶۳ 


الدوال الحقيقية ۵۱ 

الدوال الز ائدية ۲۹ > 

الدوال الز ائدية العکسية 1۳۸ 

الدوال الزوجية والفردية والدورية 05 
الدوال الضمتية ۳۹۵ 

الدوال الك + 

الدوال المثلشة العكسية ۱۶۰ 


الدوال بمتغبرین أو آکثر ۳۷۷ 


ر 


رسم بعض آنواع الدوال 1۰ 
السطوح الدورانية ٤٥۸‏ 


ص 

0 

بيخ عم البو من سک ب 
۱ 00 

أو من الشکل - ٤٤۹‏ 


0 ۱ FF 
0 صيغ عدم التعيين من الشكل‎ 


کل "هن ¥ 


صيغ عدم التعيين من الشکل 0-00 أو 


0۰ (xm 


کشاف الو ضو عات 


ط 


طريقة نيوتن لاشجاد الحذور التقريبية 


للدوال ۱۵۵ 
طول قوس ٤۷٤‏ 


طول قوس دائرة ١5‏ 


الديكارية ۳۱۹ 


اک 
الفترات في جموعة الاعداد 
الحقيقية 11 ۳۳ 
فترة التكامل غير محدودة 5*١‏ 


فترة التكامل محدودة ٤0۷‏ 


قاعدة السلسلة ۱۳۲ 
قاعدة لوبيتال ٤٤۹‏ 

القطع الزائد ۳۵۲ 

القطع الکافی ۳:۵ 

القطع الناقص ۳۵۱ 

القیم القصوی للدوال ۱۲۳ 
القيمة الطلقة ۳۶ 


oY 


oA 


کشاف الوضوعات 

م النظرية الأساسية للاتصال ۱۲۷ 
المتباينات ۳۳ نظرية الشطيرة أو نظرية الساندويتش ٩۱‏ 
الساحات ۶1۷ نظرية رول ونظرية القيمة المتوسطة ٠١١‏ 
مساحة سطح دوراني ۳۳۲ نماذج الا ختبارات 4٩۱‏ 
مساحة قطع دائري ۱5 النهایات الثلثية ٩۳‏ 
الستقیات القاربة الافقية والعمو دية ۱۸۷ النهايات والاتصال ۳۸۱ 
الستقیات ف الستوی ۱ نباية دالة ۷۵ 


الشتقات از ئية ۳۸ 

مشتقات الدوال احبرية ۱۲۱ 

الشتقات من مراتب علیا ۱۳۸ 

مشتقة دالة عند نقطة ۱۱۹ 

المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة 
الأول ۰۳ 

العادلات التفاضلية القابلة للفصل 5٠7‏ 

معدلات التغبر ۲۱۷ 

المعنى الهندسى للمشتقة ۱۱۷ 

المنحنيات القطبية 1۰۷ 


السات الوسيطبة ۲۰ ۶ 


ل 
النسب الثلثية لزاوية في الحالة العامة ۱۷ 


النسب المثلثية لزوايا حادة في مثلث قائم ۱۲ 


النهاية عن يمين والنهاية عن يسار ۸۲ 


